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(modéles de Markov cachés (HMM) généraux : 1)

modele de Markov caché (HMM)

s X X, — Xpp1 —

Y Y

Yi_1 Y. Yi+1

états cachés : chaine de Markov, noyau de transition

P[Xy € dx’' | X1 = 2] = Qi(x,dz")



(modéles de Markov cachés (HMM) généraux : 2)

espace d'état £
e fini, dénombrable
e espace euclidien, variété
e hybride continu / discret
e avec contraintes
e dépendant du temps

e trajectoriel (croissant avec le temps)

[1]

k= (Xo-- X&)

il suffit de savoir simuler une v.a. X de loi Qx(z,dz’)



(modeles de Markov cachés (HMM) généraux : 3)

exemple : équation différentielle stochastique (EDS)
dX; = b(X])dt + o(X;) dW|
échantillonnée aux instants tg < -+ - <t < ---

suite X, = X/ chalne de Markov

pas d'expression explicite pour le noyau de transition

Qr(z,da’) =P Xy €da’ | X1 = 2| =P[X;, eda’ | X; , =]

trk—1
mais facile de simuler la v.a. X{ sachant X{ =u:
discrétisation numérique de I'EDS entre les instants ¢, et ¢

avec la condition initiale X{ ==z



(modéles de Markov cachés (HMM) généraux : 4)

observations : conditionnellement indépendantes sachant les états cachés
PY, €dy | X =2'] = gr(2',y') M\ (dy)

vraisemblance
Ui (z') = gr(2', Yi)
adéquation entre |I'état caché 2’ et I'observation Y},

exemple : bruit blanc additif
Y. = hk;(Xk) + Vi ou Vi ~ C]k;(’U) dv

alors
PY, €dy | Xi =2'] = qu(y — hi(2")) dy’

Uy (2") = qr (Y — hi(2"))

et dans le cas de bruits gaussiens (variance identité)

Uy (2') = exp{—5 |V — hi(2)|*}



(modeles de Markov cachés (HMM) généraux : 5)

modele : de + en + général

e états cachés : chaine de Markov
observations : conditionnellement indépendantes sachant les états cachés
(v.a. indépendantes, dont les distributions dépendent des états cachés)

e états cachés : chaine de Markov
observations : conditionnellement markoviennes sachant les états cachés
(chaine de Markov, dont les transitions dépendent des états cachés)

—>Xk_1—> Xk: —>Xk—|—1—>

Y Y Y

—>Yk—1—> Yk —>Yk—|—1—>

e états cachés et observations : conjointement markoviens



(modeles de Markov cachés (HMM) généraux : 6)

hypothese : de + en + faible

e savoir simuler une v.a. X, sachant X;._; =«
et connaitre explicitement / savoir calculer la fonction de vraisemblance
(suppose un modele dominé pour les distributions conditionnelles des
observations)

e savoir simuler un couple de v.a. (X, Yy) sachant X 1 ==
exemples :

(i) bruit blanc additif, mais pas d'expression explicite pour la densité g (v)

Y. = hk<Xk> + Vi ou Vi ~ qk(fu) dv

(ii) bruit blanc non—additif
Vi = Jk(Xk, Vi)

(iii) observations parfaites



Plan

modeles de Markov cachés (HMM) généraux
filtre optimal et fonctions de contraste
filtre particulaire : introduction, démo

filtre particulaire, bootstrap vs. SIR
approximation particulaire (ponctuelle) des fonctions de contraste

échantillonnage pondéré
approximation Monte Carlo réguliére dans les modeles dominés

hypotheses de régularité sur le modele de Markov caché
filtre dérivé

filtre particulaire régulier
approximation particulaire (réguliere) des fonctions de contraste



(filtre optimal et fonctions de contraste : 1)

objectif : au vu des observations Y., = (Yo - - Y%)
e estimer (récursivement) |'état caché Xy

e identifier le modele (paramétre inconnu 6 dans le noyau markovien QY (z, dz’)
et / ou dans la vraisemblance ¢ (z"))

filtre / prédicteur optimal (un pour chaque valeur du parametre)

distribution de probabilité conditionnelle de I'état caché X,
sachant les observations Y., = (Yo - - Y%)

19 (dz) = PY[ X}, € da | Yoz
ou sachant les observations Y., 1 = (Yo Yi_1)

pap—1(dz) = PU[X}, € d | Yo



(filtre optimal et fonctions de contraste :

approche bayésienne : loi a priori sur le parametre 6

e MCMC : simulation d'un N—échantillon de la loi conditionnelle jointe des
états (Xo--- X, ) et du parametre 6 sachant les observations (Y ---Y,,),

puis marginalisation

e filtrage : chaine de Markov augmentée : état X et parametre 6
calcul récursif de la loi conditionnelle jointe de I'état (X, #) sachant les

observations (Yy - --Y},), puis marginalisation
mise en ceuvre avec une approximation particulaire

permet d'obtenir la loi a posteriori du parametre 6,

et pas seulement un estimateur ponctuel 6

au prix d'une augmentation de |'état

2)



(filtre optimal et fonctions de contraste : 3)
loi jointe des observations Y., = (Yy---Y},)

n

Pe [YO:n S dyO:n] — H EP)Q [Yk S dyk: ‘ YO:k—l — yO:kz—ll

k=0 ~~
pi‘l(yo:k) )\f(dyk)

avec
pZ(yOk) — / QZ(x/ayk) Pe[Xk: S dZC/ | YO:k—l — yO:k—l]
FE

fonction de log—vraisemblance pour |'estimation du parametre 6

k=0 k=0

= Zlog/ 9o (2’ Yk)IP’ [ Xy € da’ | You—] Zlog Higk—1> V)
k=0
‘W( ') /‘k|k—1<d5’3)



10

(filtre optimal et fonctions de contraste :

équation d’'évolution pour le filtre optimal

prédiction correction

.6 _ 0 0 o _ o .0
Hi—1 " Hglk—1 = Hi—1 @k p, = Vi "HEk—1

ou bien, en une seule étape
0
p Lty
(u RY, 1)

uh = Ry(uy_y)  avec  Rj(u)=

et avec le noyau non—normalisé
R (z,dx") = Q. (x, dx") Wi (')

fonction de log—vraisemblance

0 = log(upe_y, ¥h) = > logluy 4 QF,¥7) => log(u 4 R}, 1)
k=0 k=0 k=0
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11 (filtrage particulaire : introduction, démo : 1)

filtrage particulaire : calcul numérique approché du filtre optimal, a I'aide d'un

systeme de particules en interaction

les particules

e explorent |'espace d'état, en évoluant de maniére indépendante comme le

processus sous—jacent, i.e. selon le noyau markovien Q(x,dx")

e et interagissent sous |'effet d'un mécanisme de sélection, lié a I'adéquation de

chaque particule avec |'observation courante, i.e. en fonction de la

vraisemblance Wy (z)

la combinaison des deux mécanismes d'exploration et de sélection permet de
concentrer automatiquement les particules (i.e. la puissance de calcul) dans les

régions d'intérét de I'espace d'état



12 (filtrage particulaire : introduction, démo : 2)

approximation particulaire

N N
,uk%,ufﬁvzg Wi 0 s avec g wr =1
i=1 Ck i=1

distribution empirique pondérée associée a un N—échantillon, ou systeme de
particules, caractérisé par |'ensemble

des positions et des poids des particules

algorithme décrit par le mécanisme qui permet de construire >, a partir de X _1

repose sur la notion d'échantillonage pondéré (présenté a partir de #23)

démo, (¢) Fabien Campillo

http://www.irisa.fr/sigma2/campillo/site-pf/contents/matlab/
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13 (filtre particulaire, bootstrap vs. SIR : 1)

algorithme de base : filtre bootstrap (Gordon, Salmond and Smith, IEE
Proceedings, Part F, 1993)

N N
,uk%,u]kvzg Wi, 0 o avec E wr =1
. 32 .
1=1 1=1

e sélection des particules de plus forts poids : indépendamment pouri=1---N

1 N )

T 1~ (Wg_ 1" W1 a valeurs dans les indices 1--- N

e mutation selon le noyau markovien : indépendamment pour s =1--- N
) Tli—l d /
§r ~ Qk(gk—l ,dx’)
e pondération selon la vraisemblance : pouri=1---N

wy, o< U (&)



14 (filtre particulaire, bootstrap vs. SIR : 2)

généralisation : décomposition d'importance du noyau non—normalisé
Ry (z,dx") = Qp(x,dx") Vi (2') = Py(x,dx’) Wi (z, x")
avec

e un noyau de mutation Py (x,dx") markovien
a.c. par rapport a Ri(x,dz’) i.e. si Rg(x, A) > 0, alors Px(xz, A) >0

e une fonction de sélection Wy (x,z’)
dépendant de la transition (x,x") et pas seulement de I'état z’

et des poids de sélection

) i

avec

e une distribution discrete (Wé . W,iv)

N (] N \ia c i i
a.c. par rapport a (wy_;---w;' ) i.e.siw; ;> 0, alors 7} >0



15 (filtre particulaire, bootstrap vs. SIR : 3)

algorithme plus général : filtre SIR (sampling / importance resampling)
e sélection des particules de plus forts poids : indépendamment pouri:=1---N

1 N)

Ty ~ (g -+ T, a valeurs dans les indices 1--- N

e mutation selon le noyau d'importance : indépendamment pouri:=1---N
51@ ~ Py ( ;k—pdi’f/)
e pondération selon le rapport d'importance : pourt:=1---N

A
Tk

i W1
Wi X

i Wkﬁ( ;’117 é.]zf)
k
Uy

utilisation des poids discrets (w,i_l . -w{j_l) pour sélection et / ou pondération



16 (filtre particulaire, bootstrap vs. SIR : 4)
approximation particulaire de la fonction de log—vraisemblance

n

0= (uhe_1, Y2 =Y log(up_, R}, 1)
k=0

k=0

avec le filtre bootstrap

n N
0~y log[ > Wi (&h)]
k=0 1=1

avec le filtre SIR

~Zlog - 1Wk< e

=1 7Tk

les systemes de particules > dépendent du parametre 6
—— approximation Monte Carlo ponctuelle, irréguliere, de la fonction de
log—vraisemblance



17

(filtre particulaire, bootstrap vs. SIR : 5)

Oo 01

aller directement au #23



18 (filtre particulaire, bootstrap vs. SIR : 6)

quelques cas particuliers (choix des noyaux de mutation
et des poids de sélection)

» filtre bootstrap
Pi(z,dz") = Qp(x, dx") Wi(z,z') = Ui(2) T =wh_,

d'ou le nouveau poids

pourtoutz=1---NV



19 (filtre particulaire, bootstrap vs. SIR : 7)

simuler des particules en aveugle peut entrainer une dégénerescence des poids,
e.g. en cas de mauvais recouvrement entre distributions de probabilité a priori et
fonction de vraisemblance, cad si

Qr Vi(&) ) = /EQk(gﬁ_l,d:E’) Up(z') ~ 0

pour la plupart des s =1--- N

Qk(gli—lﬁ d:C’) -
Ui (z') —




20 (filtre particulaire, bootstrap vs. SIR : 8)
» mutation guidée par les observations

Qr(x,dr’) Ui (x')
Qr Vi (x)

Pu(z,dz’) = Qu(z,dz’) =

Wi(z,2') = Up(z) = Qi Vi(x)

dépend de |'observation future Y), et ne dépend pas de z/, donc peut étre utilisé
deés |'étape de sélection

N
7le<:: fk1 Z‘I’ fkl

d'ou le nouveau poids
) T
Wy, X w*

pourtout:i=1---NN



21 (filtre particulaire, bootstrap vs. SIR : 9)

bonne idée, mais il n'est en général pas facile
e de simuler des v.a. selon le noyau Q(x,dx’),
e ni de calculer la fonction de sélection Wi (x)

sauf dans certains cas particuliers, e.g. bruits mélanges de v.a. gaussiennes et
fonction d'observation linéaire



22 (filtre particulaire, bootstrap vs. SIR :

» particules auxiliaires (Pitt et Shephard, 1999)
Pi(z,dz") = Qp(x,dx) Wi(z,2") = Ui(2) oo Wt
ou U! est une approximation de la mesure de recouvrement

Qi Ui(€i_,) = [E QulEi_,,da') W(a) ~ Wi

d'ou le nouveau poids

pourtout:z=1---N

10)
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23

approximation Monte Carlo
r(x) m(dx
) — @) m(da)
/ r(z") m(dx")

E

x r(x) m(dx)

densité r(x) connue a une constante multiplicative pres

s'il est possible de simuler directement selon p(dx), alors

o) = [ o@) nlda) = 5 3ol

N
1
N ;5332. avec x; ~ pu(dr)

indépendamment pour tout:=1---N

(échantillonnage pondéré :

1)



24 (échantillonnage pondéré : 2)

échantillonage pondéré : s'il est plus facile de simuler selon m(dx), alors

/¢ m(dz) Z¢(§z‘)"°
p(dx)

Y
Y

A /E @mdn) S

1=1

N
p~ Z . avec & ~ m(dx)

N z
=1
ZT

J=1

indépendamment pour tout:=1---NN



25 (échantillonnage pondéré : 3)

application : approximation Monte Carlo réguliere dans un modele dominé

1? (dz) oc 7% (x) m(dx)

pour chaque valeur du parameétre ¢

7

N
1
N 25339 avec 2¥ ~ pf (dx)

V.S.

N
Z ! | avec & ~ m(dr)

N z
:123
1 7“9

J=1

indépendamment pour tout 2 =1--- N



26 (échantillonnage pondéré : 4)

si 0 — r%(x) est réguliére (continue, dérivable, etc.), alors

0 1 (dz) = r(x) m(dx) ot 0 4l = i\[: rf

/E P () m(da) = ire

Jj=1

i

sont régulieres, avec pour dérivées les mesures signées de masse nulle

Z
or m(dx)

0# 00 (z) m( 0 0
——(dx) = —a’ p (dr)
9 /Ere(a:") m(dx")
et
N or?
Tr=Y L “ b
DD

J=1

respectivement (a’ et a%; constantes de normalisation)
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27

(hypothéses de régularité sur le modele de Markov caché :

noyau markovien QY (z,dz’) paramétré par 6 dans un voisinage de 6,
avec Qio (z,dx") = Qk(x,dz") pour 8 = 6

Hypothese ACy : représentation probabiliste
Qp, ¢(z) = E%[¢(Xy) | Xp1 = 2] = E[p(Xk) A} | Xp—1 = 7]

ou
P[X; € da', A} € dN | Xp_1 = o] = LY (x,dx’, d\)

et facile de simuler une v.a. (Xy, AY) de loi LY (z,dx’,d\)

1)



28 (hypotheses de régularité sur le modele de Markov caché : 2)

exemple : EDS échantillonnée, dépendant d'un parametre

dX] = v (X])dt + o(X})dW]" sous P’ (1)
dX! = b(X!)dt + (X)) dW!  sous P =P (2)

dans le cas simple ou o(z) = I, I'Hypothése AC est vérifiée avec

N =expl [ BOC) -0 AW = [ )~ b ds)

th—1

facile de simuler sous P = P% la v.a. (X ,A}) sachant X

tr 1 =T .

discrétisation numérique de I'EDS (2) entre les instants t5_1 et ty

avec la condition initiale X!

th1 L

et approximation numérique de l'intégrale stochastique



29 (hypotheses de régularité sur le modele de Markov caché : 3)

sous |I'Hypothese ACg, nécessairement

Qi (z,dx') = J(z,2") Qp(x, dz’)

avec
J(x,2) =EA | X1 = 2, X), = 2]

inclut les modeles dominés de chaines de Markov

on fait ici I'hypothese plus forte

Qu(z,dz’) = Ji (z,2") Qp(z, da’)

avec une expression explicite pour JY (z,z')



30 (hypotheses de régularité sur le modele de Markov caché : 4)

Hypothese AC : représentation probabiliste pour le noyau dérivé

9,
[} 6(z) = 5-QF ¢(w) = B [¢(Xp) B} | Xj1 = 2]

ou
PY[X), € da’, 28 € ds’ | Xp_q = 2] = K (x,dz’,ds’)

et facile de simuler une v.a. (X, Z%) de loi K (x,dx’, d\)

sous |'Hypothese AC, et si 6 —— AZ est dérivable, alors

dlog AY
00

I} o(z) = E[6(Xr) Aj, | X1 = 2] = E?[p(X),)

dlog A¢
00

FD

i.e. I'Hypothese AC est vérifiée, avec =



31 (hypotheses de régularité sur le modele de Markov caché : 5)

exemple : EDS échantillonnée, dépendant d'un parameétre (suite)

dans le cas simple ou o(z) = I, I'Hypothése AC est vérifiée avec
_ ob? . e obY
=t = [ Ggecram- [ G o e - o

e o
— X /10
/tk_1[89< )

facile de simuler sous PY la v.a. (X] ,Z}) sachant X; =z :

discrétisation numérique de I'EDS (1) entre les instants t5_1 et ty

avec la condition initiale X{ =z

et approximation numérique de la deuxieme intégrale stochastique



32 (hypotheses de régularité sur le modele de Markov caché : 6)

sous |I'Hypothese AC, nécessairement
I (z,de’) = I0 (x,2") QY (x, dz’)

avec
0 01—=6
ID(z,2") =B [Z2] | Xko1 = 2, X = 2]
on fait ici I'hypothese plus forte qu'il existe une expression explicite pour Ig(x,:c’)

sous |'Hypothese ACy, on a vu que nécessairement
QY (x,dx’) = J(x,2") Qp(x, dz’)

de sorte que

Iz, dx’) = alg—%!]g(x,x’)\g(a:,x’) Qk(x,daz’z
Q) (x. da')
l.e.
o) = 2% 0 0
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33 (filtre dérivé :

rappel : équation d'évolution pour le filtre optimal

e - : 0 6
rédiction correction
o " 0 0 0P R LT
Hi—1 " Higlk—1 = HPr—1 Yk » P = ( 0 \I!9>
Frlk—1 *k

équation d'évolution pour le filtre dérivé

0 0 _ .0 0 0 (
Wi—1 P Wik—1 = Wk Qr + Hg—1 I'g

0/ 0 0 0

- _\Ijk(wk|k—1+sk:“k|k—1) a@,ue

P Wy, = — Q. Mg
<Mi|k_1»‘l’i>

avec
Olog WY
O/ I\ k /

1)



34

ou bien, en une seule étape

avec

quel schéma d'approximation particulaire pour wj =

0 T@ _|_w9 RQ

0 0, 0 0 M1 1Lk k—1 1l 0 o

wy, = Wy (Nk—1awk;—1) — — Q. g
<Mz—1 RZ? 1>

WTY (da') = /E u(der) (I8 (2, 2') + (")) RS(x, da)

w RY (dx') = /Ew(dx) RY (x, dz’)

o _ Oni
a0

(filtre dérivé :

2)
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35 (filtre particulaire régulier : 1)

approximation particulaire réguliere

N N
N6 .0 .0
e =y uy wh S, avec uy wy, =1
. &k .
1=1 1=1
pour tout 6, et avec
1,0 .0
u = =uy =1 pour 6 = 6,

distribution empirique pondérée associée a un unique /N—échantillon, caractérisé

par I'ensemble (ne dépendant que de 6, et pas de 0)

2k = (e wr) - (€ i)

des positions et des poids des particules

et par un ensemble de poids supplémentaires (u,lc’e e ufj’e) dépendant de ¢



36

(filtre particulaire régulier : 2)

filtre SIR régulier

version avec interaction de |'approche MCML (Monte Carlo maximum likelihood)
(Geyer, JRSS, Series B, 1994)

sous I'Hypothese AC, et pour une décomposition d'importance donnée, on a

R)(z,dz’) = QY (x,dx") Wi (z')

0 7’
— Jlg('rvx,) i:gﬂi/;

\ 7\ 7 \ 7
TV TV TV

(e, ') Ry (. dar') WO, ')
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(filtre particulaire régulier

e sélection des particules de plus forts poids : indépendamment pouri=1---N

) ) a valeurs dans les indices 1--- N

Tli ~ (T -+
e mutation selon le noyau d'importance : indépendamment pour:=1---N
fli ~ Py l?i—pdxl)
e pondération selon le rapport d'importance : pourz=1---N
wl?i—l

Wy, X

7.1'
k
Uy?

et pour chaque valeur 6 du parametre

: 3)



38 (filtre particulaire régulier :

si en outre I'application 6 — r¥(x,x’) est dérivable, alors I'approximation

. . N .0 . s
particulaire ;. " est aussi dérivable : en effet

NO N 5 i
Oy, " ouy,

i
90 96~ Wk Oci
i=1
compte tenu que
Tkvg 0Tk 1
0 o (RS AIREN SN
kN | .
i Te0 0, eTh i
E :Wk U1 Tk(fk—p L)
i=1

est dérivable, avec pour dérivée

: 0 .0 0 T) '
8u;€’9 B %[Ulfq T (§e 15 €] NGO if
6~ —

. TL.0 g, Th ;
Zwlzc w8t 15 k)
1=1

N i,0
\ N,@ Ve . Ve . - 7/ GUk
ou a;. = est déterminé de facon unique par la condition W =0
k : Y00
i=1

4)
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en particulier

8MN,0 N
N k _ )
Wi 90 |0:90 zzzl prlbs wlzc 5&-@
avec '
7 8“’,]:0 T}i 6o T]i 7 0o 7 N
o= T oy = Py + TG 1,6+ SP(ED — of

N
ou a; est déterminé de facon unique par la condition E P wi, =0
i—1

5)
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(filtre particulaire régulier : 6)

sélection des particules de plus forts poids : indépendamment pour?z =1---N

) o) a valeurs dans les indices 1--- N

mutation selon le noyau d'importance : indépendamment pourz=1---N
g ~ Pk( k— 1,d$)

pondération selon le rapport d'importance : pour:=1---N

w,ioc k = Wk(fk 17517;;)

7%
et

P = P~ 1+190< fo— 1751{)4‘520(51@)_@5

N
ol a¥ est déterminé de facon unique par la condition p. w;. =0
k , k Wk

i=1



41 (filtre particulaire régulier : 7)
approximation particulaire de la fonction de log—vraisemblance

n

0= (uhe_1, Y2 =Y log(up_, R}, 1)
k=0

k=0

avec le filtre SIR régulier

n N Tk;
0 %Zlog Z k LW fk L&) T (fk L&) ]
k=0 =1

le systeme de particules >3, ne dépend que de 6, et pas de 6
—— approximation Monte Carlo globale, réguliere, de la fonction de
log—vraisemblance

approximation particulaire de la fonction score
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(filtre particulaire régulier :

8)



