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Qu'est-ce que la G�eom�etrie Fractale ?

Deux aspects :

{ objets fractals

{ analyse fractale

Quelques mots cl�es :

{ dimension fractionnaire ou \fractale"

{ irr�egularit�e

{ invariance par changement d'�echelle



\Comment diable avez-vous pu construire un robot qui

r^eve ?" demanda Suzan Calvin en examinant sur l'�ecran la

con�guration complexe du cerveau �electronique de l'huna-

no��de.

\Je me suis servie de la G�eom�etrie Fractale", avoua Linda,

la robopsychologue d�ebutante.

\Oui, �ca je l'ai bien compris. Mais pourquoi ?"

\Ca n'avait jamais �et�e fait. J'ai pens�e que �ca produirait

un sch�ema c�er�ebral avec une complexit�e accrue."

Isaac Asimov, \Le robot qui r^evait"



remplacer

Invariance par translation

par

Invariance par changement d'�echelle.







A un ensemble E on associe une dimension (fractionnaire)

qui \mesure" comment E \remplit" l'espace.



Courbe de Von Koch
D = log 4

log 3



Courbe de Peano
D = 2







Application en Traitement du Signal :

R�egularit�e Ponctuelle et Analyse Multifractale.

{ Exposant de H�older et Synth�ese Vocale

{ Spectre de Singularit�es et Traitement des Images



R�egularit�e Ponctuelle

Elle est mesur�ee par exemple par l'exposant de H�older.

L'exposant de H�older ponctuel d'une fonction f continue

de IR! IR est le r�eel positif ou nul � tel que :

{ 8 < �; limh!0
jf (x0+h)�P (h)j

jhj = 0,

{ si � < +1;8 > �; lim suph!0
jf (x0+h)�P (h)j

jhj = +1

o�u P est un polyn^ome de degr�e inf�erieur ou �egal �a la partie

enti�ere de �. On dit alors que f 2 C�
x0
.



Une d�e�nition �equivalente est, quand 0 < � < 1 :

9c; �0 > 0;8� < �0 sup

x;y2B(x0;�)
jf (x)� f (y)j � c ��

Exemple : soit f (t) = jtj� sin 1
t�
; f (0) = 0; 0 < � < min(1; �).

Alors : �(0) = �.
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En tout point x du domaine de f , on peut d�e�nir �f (x).

Quelle est la structure de �f (x) ?

Th�eor�eme : Soit s une fonction de [0; 1] dans [0; 1]. Les

conditions suivantes sont �equivalentes :

{ s est la fonction de H�older d'une fonction continue.

{ il existe une suite de fonctions continues (sn)n�1, telles

que :

s(x) = lim inf

n!1

sn(x)



Application en Synth�ese Vocale

Un signal de parole contient :

{ des parties vois�ees, r�eguli�eres, mod�elisables par des sommes

d'harmoniques

{ des parties non vois�ees, tr�es irr�eguli�eres, en g�en�eral mo-

d�elis�ees par un bruit �ltr�e.

Nous mod�elisons les zones non vois�ees en caract�erisant

leur r�egularit�e ponctuelle.
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Analyse Multifractale

Au lieu de conserver l'information de r�egularit�e en chaque

point, il est parfois avantageux de se contenter d'une ca-

ract�erisation de plus haut niveau : la r�epartition g�eom�e-

trique ou statistique des points du signal ayant un exposant

donn�e.



Spectre de Hausdor�

fh(�) = dimH E�

E� = fx=�f (x) = �g

dimH E = dimension de Hausdor� de E



Spectre de grandes d�eviations

�kn = �
1

n
log jf ((k + 1)2�n)� f (k2�n)j

�kn est parfois appel�e \exposant de grain"

fg(�) = lim
"!0
lim sup

n!1

log
N"
n(�)

n

N"
n(�) = cardfk=j�kn � �j < "g

Autrement dit :
Pn(�
k

n � �) � 2�n(1�fg(�))

o�u Pn = distribution uniforme sur les dyadiques de taille

2�n.
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Th�eor�eme : fh � fg

Th�eor�eme : L'enveloppe concave de fg est la fonction de

taux de grandes d�eviations associ�ee �a la suite de variables

al�eatoires
Zn = log jf ((k + 1)2�n)� f (k2�n)j de loi Pn



Analyse Fractale des Images

Elle se d�eroule en 3 �etapes :

{ d�e�nition d'une suite de capacit�es �a partir des niveaux

de gris de l'image,

{ calcul des exposants de H�older et du spectre fg = fh,

{ classi�cation/traitement de chaque point x sur la base

de l'information (�x; f (�x)).



�x renseigne, de fa�con locale ou ponctuelle, sur la r�egula-

rit�e de l'image au voisinage de x. Cependant, cette infor-

mation n'est pas su�sante pour d�ecider, par exemple, que

l'on a a�aire �a un point de contour, et ce pour au moins 2

raisons :



{ il n'existe pas de valeur intrins�eque de � que l'on puisse

attribuer aux contours, ni m^eme un ensemble de telles

valeurs : les valeurs sp�eci�ques obtenues pour une image

donn�ee d�ependent des conditions d'acquisition, ou d'une

transformation non lin�eaire de l'image ;

{ une information locale seule n'est pas su�sante pour d�e-

cider si l'on a a�aire �a un point de contour. C'est le pro-

bl�eme di�cile des textures : s'il y a \trop" de \contours",

l'�il aura plut^ot tendance �a voir des textures.



Trois contours, une texture.

Trois coins, une texture.



Un point de contour est caract�eris�e par un � tel que :

{ fh(�) = 1 car un contour lisse remplit l'espace comme une

ligne ;

{ fg(�) = 1 car un point de contour lisse a une probabilit�e

donn�ee d'appara^�tre �a une r�esolution �x�ee.

On peut pousser cette approche plus loin, et d�e�nir le

\type" d'un point �a travers la valeur associ�ee de fh(�).








