AProlog - Intelligence Artificielle

Yves Bekkers

24 May 2011

Avertissement.Ce cours s’adresse a des étudiants qui ont déjaanre connaissance
de la programmation déclarative a travers au maindes deux langages suivants : un
langage fonctionnel tel que CAML ou un langagetretanel tel que RoLOG. Il n'y a
pas besoin de connaitre les deux.

1 Introduction

Nous considérons qu’il existe deux grandes famdke$angages
informatique :

* Les langages impératifs qui miment le fonctionneinaies unités centra-
les des ordinateurs et de leur mémoire.

» Les langages déclaratifs qui s'inspirent de laaymtet de la sémantique
de théories mathématiques. Bien connues avanvEarde I'informati-
gue, ces théories mathématiques ont été remiseguadawdu jour pour les
besoins de l'informatique.

1.1 Langages impératifs

Un programme impératiést uneséquence d’ordred/oici I'ancétre des lan-
gages impératifs, 'assembleur :

LD,R1 mem(1234) /I [ i re une valeur en mémoire ,

ADD,R11 I effectuer une opération arithmétique ,
STD,R1 mem(1234) // ranger la nouvelle valeur en mémoire ,

GOTO mem(4567) // opérer une rupture de contrdle de séquence ,

Le modele de calcul estlachine de TuringLe principe opératoire d’'un
langage impératif estxécuter la séquence d’ordres pour faire changeak de
la mémoire de l'ordinateur. Les langages orientés objet se classent dams cet
catégorie.

Le principe fondamental des langages impératifeseme dans
I'instruction :

X =X+l

Du point de vue des mathématiques cette égaliténesaberration. Il s’agit
d’'une ¢pseudo-égalité inventée par les informaticiens pour effectuelade
réutilisation de mémoire. Il y a I'état de la mémcavant et I'état apres
I'exécution de I'instruction. 1l s’agit d’'un ordie gestion de mémoire explicite.
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Les mots clés des langages impératifs se@tigencestat mémoire.

TABLEAU 1. Exemples de langages impératifs
ASSEMBLEUR
FORTRAN
PASCAL
C, C++
JAVA
JAVASCRIPT

1.2 Langages déclaratifs

La ou les langages impératifs miment le fonctioneenmmpératif de I'unité
centrale d’'un ordinateur, un langage déclaratif enime théorie mathématique,
tant pour sa syntaxe que pour sa sémantique.

Les langages déclaratifs possedent tous desitrgoératifs plus ou moins
prononcés, mais ils conservent cependant toujayparticularité d’avoir été
congus au départ avec une théorie mathématique eanodele. La force des
langages déclaratifs sur leurs ancétres impéedifgue les premiers permettent
généralement d’attaquer une méme programmationdmusangles de vision
tres différents, mais complémentaires, a savoir :

1. la vision déclarative qui donne une approche gifipétion» de la
programmation ;

2. la vision impérative qui s’attache plus a la ne@eeoeuvre effective et aux
problémes de performance.

Il existe deux grandes familles de langages déd®raeux basés sur la
notion de fonction et ceux basés sur la notiorethtion, en voici des exemples :

TABLEAU 2. Deux familles de langages déclaratifs

Fonctionnels Relationnels
Exemples SCHEME, ML, OCamML PROLOG, CLP, \APROLOG
Caractérisation Fonction, Application Relation, Unification
Modele ACalcul Logique des prédicats dif1ordre

Un programme déclaratiést unproblemeposé dans la syntaxe d’un langage
mathématique.

Le principe opératoire des langages déclaratifssuver la solution au
probléme posé en utilisant la sémantique du langsdijeé».

Un des mots clés des langages déclaratifstedtqgie:

* Pour les langages fonctionnels les stratégiesidséint quand et com-
ment sont évaluées les expressions servant de gesneffectifs aux
fonctions ;
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Pour les langages relationnels (langages de progasion logiques) nous

verrons que les stratégies portent d’'un coté,esahbix des clauses ou
regles du programme (chobu), de I'autre sur le choix des buts dans les

guestions (choixT).

1.2.1 Langage fonctionnels

Un programme en langage fonctionnel est composg etisemble de
fonctions qui définissent urontexte et d’une expression a évaluer dans ce
contexte. L'expression est le probleme a résoudreésultat de I'évaluation de
I'expression (sa réduction) est la solution au [@ole posé. Voici quelques

exemples
TABLEAU 3. Exemples de programmes fonctionnels
Programme Expression a évaluer Solution
L'arithmétique sur les entiers 1+3 int:4
L'arithmétique sur les entiers 2>1 boolean: true

L'arithmétique sur les entiers,
plus la conditionnelle

non

1.2.2 Langages relationnels

if 2>1 then "oui"
fsi

else string : "oui"

Un programme relationnel est composé d’'un ensedibléomes qui
définissent une théorie, et d’un probleme qui aghéoreme a démontrer dans la
théorie énoncée par le programme.

Une logique propose une syntaxe pour représenteotele réel, nous allons
utiliser un sous ensemble de la syntaxe du caksipdédicats, voici des

exemples :

TABLEAU 4.

Fait du monde réel

«Félix est un chat»

«tout chat ronronne»
«quelqu’un ronronnex»

«Félix est le pére de Noiraud»

«pour étre une mére il suffit qu'il
existe quelqu’un dont on soit la mére»

En calcul des prédicats
cha(feliy

(Ox)(ronronne(x)d chat(x)
(IX)ronronne(x

perg felix noireay

(Ox)(est— meréx) 0 (Czymere(x,z)

Conjointement avec la syntaxe qu’elle propose aggle offre des

procédés de démonstration qui m

iment les raisonnsnael monde réel. Le

calcul des prédicats dans toute sa généralitéas'a® procédé automatique
effectif de démonstration permettant de décidensiformule est un théoréme

d'une théorie. Effectif voulant dire

qui se termanous les coups.

Les langages de programmation logiques utiliseataymtaxe qui est un
sous ensemble du calcul des prédicats. Les lipdgent a la fois sur la syntaxe
des axiomes ainsi celles des théoremes a demddimrece sous ensemble bien
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défini, les langages de programmation logiguesenen oeuvre un procédé qui
n'est pas un démonstrateur complet mais qui aolarigté suivante :

A partir d'un programme P représentant une théadriet a par-
tir d'une question Q, si le procédé s'arréte avesucces, on
peut dire que Q représente un théoreme de T.

Si le procédé boucle ou s'il s'arréte avec échenepeut rien
dire sur Q.

Dans la prochaine section nous introduisons briévegROLOG et
APROLOG. Dans les sections a venir nous reconstruirongrpssivement la
syntaxe abstraite deRBLOG et nous en donnons une syntaxe concréte, celle de
APROLOG.

2 PROLOG etAPROLOG, notion de prédicat

Les langages de programmation logigue permettergmtésenter
(modéliser) le monde réel. Leur syntaxe est défnieleux niveaux :

1. Lestermesqui servent a représenter les objets du mondgpaeéxemple
Pierre une personné;élix un chat.

2. Lesformulesqui permettent de représenter des énoncés du méelde
Par exemple Rierre est une personng«=¢élix est une chat

PROLOG et APROLOG sont deux langages de la famille des langages de
programmation logique aussi appelés langagesostals. Leur modéle de
calcul est la logique des prédicats du premiereoidependant ces deux langages
different tant au niveau des formules qu’au niveas termes qu’ils manipulent.
Voici un tableau les comparant sur ces deux plants

TABLEAU 5. Prolog et AProlog

Prolog AProlog
Formules logiques Clauses de Horn Formules Héréditaires de Harrops
Termes Termes du premier ordre Termes simplement typéaahicul
Unification Termes du premier ordre Résolution de contraintegestuter-

mes simplement typés dicalcul

Syntaxe abstraiteDu point de syntaxe abstrak®RoOLOG est une double
extension de ROLOG tant au niveau des termes qu’au niveau de formules

Syntaxe concreteDu point de vue Syntaxe concreted?oG est une simple
concrétisation de la syntaxe de la logique. Nousows que\PROLOG utilise
guand a lui un syntaxe fonctionnelle currifiée dngnée des langages
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fonctionnels tels que @\WML. Voici une comparaison de trois syntaxes concrétes

pour représenté un énoncé atomique (sans connéagéque) .

TABLEAU 6. Représenter un énonceé

Enoncée Pierre est le pére de Jacques
Logique pere(pierre,jacques)

PrROLOG pere(pierre,jacques)
APROLOG pere pierre jacquesprolog

2.1 Programmer en logique

La programmation logique repose sur la définitiempcédicatsourelations
portant sur des objets syntaxiques appelés degsetragermessont des
représentations symboliques des objets de ce nréstld_es formules
permettent de représenter les relations.

2.1.1 Lathéorie «ose des venss

Considérons I'énoncés ci-dessus. Nous allons modéliser le monde de cet

énoncé; Cet énoncé parle d’une relation que I'arn ppécifier par le tableau
suivant

TABLEAU 7. Relation «la rose des vents»

Point cardinal Adjectif latin
nord boréal

sud austral

est oriental
ouest occidental

La représentation de relations par des tables@stuntée aux bases de
données relationnelleRBLOG, APROLOG et tous les autres langages de
programmation logique nous permettent de modétiesirelations par des
formules logiques simples.

En logique nous modélisons la théoniese des ventspar quatrassertions
ou faits

TABLEAU 8. La rose des vents en logique

Al
A2
A3
A4

Assertion logique Enoncé

roseDesVents(nord,boreal) boreal est I'adjectif espondant a la direction nord
roseDesVents(sud,austral) austral est I'adjectifreepondant a la direction sud
roseDesVents(est,oriental) oriental est I'adjectifrespondant a la direction est

roseDesVents(ouest,occidental) occidental est I@djeorrespondant a la direction ouest

2.1.2 Prédicat, arité d’'un prédicat

La conjonction des quatre assertions ci dessusitdéé que I'on appelle un
prédicat Un prédicat est un groupe d’assertions qui potteries le méme nom,

IProlog - Intelligence Atrtificielle 24 mai 2011 5



2.2

ici roseDesVentset le méme nombre d’arguments. Le prédieaiDesVentest
binaire car il a deux arguments. On dit qu’il a waréé de 2. Le prédicat
estUnHommelans I'assertioastUnHomme(socrat@st unaire, il est d’'arité 1.

Le prédicat est a la logique ce que la relatioraggtbases de données
relationnelles. Une relation porte un nom et un i’ attributs typés. un
prédicat posséde un nom et un nombre d’argumepés tyux aussi.

Représenter et typer les entités du monde reel

Pour mieux appréhender la complexité de mondeetéssds entités ’lhomme
a toujours essayeé de classer les entités et a@iemer, c’est ce que I'on appel
depuis le XVIII siécle ldaxonomie®u taxinomie Dans I'exemple de la rose des
vents, nous avons deux types d’entités, daxgns a savoir les points cardinaux
d’'un coté et leurs adjectifs correspondants ddrkarace a son systeme de
type robustd PROLOG va nous permettre de rendre compte dans nos pnotga
de cette taxinomie et ainsi de rendre nos prograpioserobustes.

En logique les huit entités manipulées peuventrépeesentées directement
par le mot francais qui les représentent. Ainseoelant ils perdent leur
taxinomie. En programmation les choix de représemtaont nombreux. Deux
méthodes principales de représentation s’imposept@grammation
déclarative :

* Leschainesque I'on retrouve comme type primitif dans toesslangages
de programmation. Par exemple le point cardioatl est représenté par
la chainenord" , I'adjectif boréal par la chaineoreal” . Avec cette
meéthode les entités perdent leur taxonomie.

* Les identificateurs dermes simpleaussi appeléatomes Par exemple
le point cardinahord est représenté par I'identificateur de ter@ ou
encoreNord .

Nous préférons la seconde solution car en utilisadangage typé on pourra
rendre compte de la taxonomie des entités modséli§8est ce que nous voyons
maintenant.

Les langages déclaratifs se classent en deux é&msndeux qui sont typés et
ceux qui ne le sont pasRELOG se range dans la famille des langages non typés
et APROLOG et un langage typé :

TABLEAU 9. Langages déclaratifs

2.2.

Programmation fonctionnelle Programmation logique
non typés SCHEME, LisP PROLOG, CLP
typés ML, OCaML APROLOG

1 GAamL

\oici les déclarations de deux types enADIC qui rendent compte de la
taxonomie du monde de la rose des vents :
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type cardinal = Nord | Sud | Est| ouest
type adjectif = Boreal | Austral | Oriental | Occid ental

Il s’agit de deux déclarations de type énuméréOERML les constantes
commencent par une majuscule.

2.2.2 ROLOG

En RoLoG il est impossible de typé les termes que nous pogoms. Ainsi
utiliser des chaines ou des termes ne fait pas#ffdectice.

2.2.3 APROLOG

\Voici les déclarations de types énuméréaeroLoG:

kind cardinal type.
type (nord, sud, est, ouest) cardinal.

kind adjectif type.
type (boreal, austral, oriental, occidental) adject if.

EnAPROLOGIa déclaration se fait en deux temps.

1. Tout d’abord, par la directivend, vient la déclaration des taxons (au
sens taxinomiejardinal  etadjectif ~ (vous pouvez aussi les appeler
classes d’objetsutypes. In fine chaque taxon ou type dénotera un
ensemble de valeurs de méme type. REROLOG cardinal ~ etadjec-
tif  sont ce qu'on appel déges simple. Nous verrons qu'il est possible
de construire eAPROLOG comme en OAML des taxonomies plus com-
plexes.

2. Puis vient la déclaration des valeurs et detlgue par la directiveype .
EnAPROLOG les valeurs commencent par des minuscules.

2.3 Modeles de calcul

Les calculs en ©AML sont exprimés par des fonctions. HPROLOG nous
allons utiliser des relations quédicats

2.3.1 Fonctiondir_to_adjectif en OCAML

\oici la définition complete en ML de la fonction(dir_to_adjectif
d) qui rends rend l'adjectif correspondant a unedtioa donnée :

type cardinal = Nord | Sud | Est| ouest
type adjectif = Boreal | Austral | Oriental | Occid ental

type dir_to_adjectif cardinal -> adjectif.

let dir_to_adjectif d = match d with
| Nord -> Boreal
| Sud -> Austral
| Est -> Oriental
| Ouest -> Occidental
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Pour définir cette fonction & un argumerdA®IL utilise une variable
(concrétement un identificateur commencant parmimeiscule), qui représente
le parametre de la fonction. Le parametrdiést par I'expressiomatch d
with ...

Notions de programme et d’exécutiordn programme fonctionnel définit un
ensemble de fonctions qui constituent un conteX@eatliation. Une exécution
est la réduction (I'évaluation) d’'une expressionglke contexte défini par le

programme.

Exemple : dans le contexte défini par la fonctiono_adjectif , Ci-
dessus, une expression telle ¢liieto_adjectif Nord) se réduit en la valeur
Boreal .

Ce principe vous est déja connu.

Remarquez que pour obtenir une direction a pdctiv ddjectif une seconde
fonction GcAML doit étre écrite.

2.3.2 PrédicatroseDesVents enAPROLOG

La fonction unairelir_to_adjectif de GcAML devient un prédicat binaire
roseDesVents enAPROLOG. Le programme complet avec ses déclarations de
type se présente comme sulit :

kind cardinal type.
type (nord, sud, est, ouest) cardinal.

kind adjectif type.
type (boreal, austral, oriental, occidental) adject if.

type roseDesVents cardinal -> adjectif -> o.

roseDesVents nord boreal.
roseDesVents sud austral.
roseDesVents est oriental.
roseDesVents ouest occidental.

Remarquez la déclaration du symbekeDesvents . Il s'agit de la
déclaration d’'un prédicat a deux arguments. Le merdtarguments est donné
par le nombre de fleches dans la déclaration.mage des déclarations de
fonctions en @AML, chaque fleche d’une déclaration de prédicat dhtitoun
nouvel argument. Le premier argument du prédigaDesVents est de type
cardinal,  le second est de typejectif

Une expression telle queseDesVents nord boreal) est une formule
logique atomique (elle ne contient pas de connedbgigue). Le taxon (type)
des formules logiques &PROLOG est prédéfini il s’agit du type le type pour
les formules logiques.

Du fait de Il'utilisation de la notation currifiéed expressions :

(roseDesVents nord boreal)
((roseDesVents nord) boreal)
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sont équivalentes exPrROLOG. On dit qud’application est associative a
gauche. La fleche quand a elle, dans les déclasatie type, est associative a
droite de sorte que les deux déclarations suivattesequivalentes :

type roseDesVents cardinal -> adjectif -> o.
type roseDesVents cardinal -> (adjectif -> 0).

Nous verrons que I'expressi@gnseDesVents nord) de typeadjectif->
o est un prédicat unaire AFPROLOG. Il est manipulable au méme titre que des
expressions telles querd ou (roseDesVents nord boreal) . Nous verrons
ainsi que la séquence de code qui suit est parfaitecorrecte eRPROLOG :

X = (roseDesVents nord), (X boreal).

Dans cette séquence la variableecoit comme valeur un prédicat unaire de
type (adjectif -> 0) . Ce prédicat est ensuite appliqué a un argumetytu
adjectif

Voici des expressions manipulables PBROLOG et correctement typées.
Nous donnons leur type correspondant :

TABLEAU 10. Exemples d’expressions et leur type

Expression Type de I'expression
boreal adjectif

nord cardinal
roseDesVents cardinal -> adjectif -> o
(roseDesVents nord) adjectif -> o
(roseDesVents nord boreal) 0

2.3.3 Formules atomiques, fait ou but ?

En programmation logique on appel une formule logigtomique ufait ou
unbutselon le contexte. Les formules atomiquesrieLPG et APROLOG suivent
une syntaxe particuliere appe®mtaxe des termellous en donnons la
définition formelle en “Syntaxe des termes du pegrordre”, page 17.

Un fait ou un but tel qu@oseDesVents nord boreal) peut représenter les
deux énoncés totalement opposés suivants :.

TABLEAU 11. Fait ou négation d’un fait

APROLOG Enoncé
Fait (roseDesVents nord boreal) boreal est I'adjectif correspondant a la direc-
tion nord
But  (roseDesVents nord boreal) Est-ce que boreal est I'adjectif correspondant

a la direction nord ?

Dans les programmes logiques cette ambiguité diiréeation n’est jamais
un probleme. Elle est toujours levée par la pasitio fait dans le programme.
Nous verrons cela plus loin.
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Dans le présent texte nous représenterons lesapugesh les préfixant du
symbole:- qui mime le symboletyrnstile» (4 vdash» en LATEXT, « i ght
t ack» en WNICODE dont le code hexadécimal e@gA2). En programmation
logique, lorsqu’une formule logique atomique reprée une assertion. on
I'appel unfait, lorsqu’il s’agit d’'une question ou d’'un théorem@rouver, on
'appel unbut

2.3.4 Représenter une théorie par un programme

Du point de vue logique une théorie est un ensedialéomes énoncés sous
forme de formules logiques. Cet ensemble peutvétemmme la conjonction des
formules logiques qu’il contient.

La théorie de lar@se des ventsci-dessus est constituée de I'ensemble
d’axiomes suivant :

TABLEAU 12. Axiomes de la théorie ¢0Se des venss

Axiomes
A, roseDesVents(nord,boreal)

A, roseDesVents(sud,austral)
A3 roseDesVents(est,oriental)

A, roseDesVents(ouest,occidental)
SiT est la théorierose des vents noterar = {A; A, A5 A,}

EnAPROLOG la théorie de la @se des ventsest représentée par le
programmep = { F, F,,F,F,} constitué des quatre faits suivants :

roseDesVents nord boreal. *F1*
roseDesVents sud austral. [*F2*
roseDesVents est oriental.  /* F3*/
roseDesVents ouest occidental. /* F4 */

Ces quatre faits définissent un unique predicgirédeicatoseDesVents
On peut le voir comme une relation. Comme uneicglatin prédicat porte un
nom, ici «oseDesVents».  Généralement un programme logique (programme
relationnel) définit un ensemble de prédicats.

Nous voyons maintenant comment la logique d’'un ebténterpréteur
APROLOG répondent une question simple énoncée comme suit :

«Est-ce que boreal est I'adjectif qui corresponid direction nord ?»

TABLEAU 13. Questions en logiques et enLOG
Logique Prolog

Montrez quaoseDesVents(nord,boreal) A partir des faits du programme P démontrez le
est un théoréme de la théoriese but suivant :
des vents. .- ( roseDesVentsord boreal).
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3 Deébut de reconstruction du langageroLoc

Dans cette partie nous commencons la reconstrugtpartir de rien lu sous
ensemble RoOLOG du langagd PROLOG. Nous utilisons la syntaxe concréete
currifiée deAPROLOG mais nous laisserons temporairement de coté legeaox
connecteurs logiques introduits P&ROLOG.

Pendant cette reconstruction nous menerons erglamdéux moyens de
comprendre le fonctionnement d’un interpréteROBOG :

e Par la logique, de nombreuses méthodes de démimmssrayntaxiques
sont a notre disposition, nous utiliserons ici loggque appelée ldéduc-
tion naturellecar elle est tres intuitive et comporte un peatinibre de
régles de déduction simples a comprendre.

» Par le fonctionnement opératoire. Nous décrirorieetionnement de
PROLOG par une technique d’effacement et de remplacedwbut.

3.1 Premiere étape de reconstruction - ou on appelun chat un chat

Dans cette section nous considérons exclusiveneanfodmules logiques
atomiques, c’est a dire sans les connecteurs legigul et= sans les
guantifications.

\oici un tableau de quelques énoncés sans quatitificdu monde réel :

TABLEAU 14. Quelques énoncés du monde réel

El Félix est un chat
E2 Boréal est I'adjectif qualificatif correspondantiadirection géographique nord.
E3 Les éléphants sont plus gros que les chevaux.

Voici la retranscription de ces énoncés en caleslmtédicats :

TABLEAU 15. Quelques formules atomiques
El estUnChat(felix)
E2 roseDesVents(nord,boreal)

E3 plusGros(elephants,chevaux)

3.1.1 Point de vue logique - regle d’identité

La déduction naturelle dispose de regles qui peemietie déduire des
théoremes qui sont conséquence logique des axidenkesthéorie. La premiere
regle que nous voyons est appekigle d’identitéou axiome Elle s’énonce
ainsi :

«A partir d’'un axiome A on peut déduire le théoréne

Cette régle s’écrit visuellement comme suit :
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>|>

I Oou encore KA

FIGURE 1. Régle d’'identité ou axiome

En déduction naturelle cette regle s’applique &téormule logique. Nous
sous-employons donc ici cette régle car nous rlermmdans cette premiere
étape de reconstruction que de formules logiguasigties.

Le haut d’'une la regle telle que ci-dessus s’afgsgirémissede bas la
conclusion Les prémisses c’est ce qui a déja été prouvaipesy un axiome et
la conclusion c’est le nouveau théoréme que I'aupe par la régle. Grace a la
regle d’identité, a partir d’'une théorie composédadconjonction de n axiomes
{A,A,...,A} Nous pouvons déduire n'importe lequel des théosameA,,
WA

Ainsi nous déduisons qui&seDesVents(sud,austrast un théoreme dans la
théorie «ose des ventsde la maniéere suivante :

roseDesVenf{s syd austjal ou encore A
roseDesVenf{s suyd aust}gl roseDesVen{s sud austyal

Remarque sur la négationPar contre la logique et notre régle de déducten n
nous disent rien sur la formulgseDesVents(sud,borealllous sommes incapable de
décider s’il s’agit ou non d’'un théoreme de la tiet@arose des venis Nous ne
pouvons pas non plus affirmer qu@oseDesVents(sud, boreagst un théoreme de
la théorie «ose des vents \oir Section 3.1.3, page 13 pour une discutionseur
sujet bralant de la négation en programmation logiq

3.1.2 Point de vue opératoire - regle d’effacement

Pour mimer la regle de la déduction naturelle quésrvenons de présenter
APROLOG explore les faits du programme qui lui sont doninégrésentant la
théorie considérée) et confronte ces faits aveatidreprésentant le théoreme a
prouver). Cette confrontation consiste vérifier tpibut est égal a un fait du
programme. Si c’est le cas l'interpréteur est atutorisé a effaces le but. Le
but effacé signifie que I'exécution se termine aseccessinon si le but ne
s’efface pas on dit que I'exécution est un échec.

La regle d’effacement est la suivante :
Regle d’effacement :

«On dit qu’un bus atomique s’efface avec succes dans un pro-
grammer s’il existe un fait atomique appartenant au pro-
grammer tel quer = B »

Ce qui se représente par le schéma suivant Putgrbgramme composé
de formules atomiques et F et B des formules atoesi
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P:-B

l([F)(F OPO(F =B))

P:- @

FIGURE 2. Regle d'effacement d’un but par identité

\oici I'effacement du but(roseDesVents sud austral) dans le
programme définissant le prédieadeDesVents ci-dessus
{...,(roseDesVents sud austral)} :- (roseDesVents s ud austral)
{...,(roseDesVents sud austral)} :- 0]

FIGURE 3. Effacement avec succes

L'exécution d’'un programm&PROLOG se termine donc de deux maniéres :
* avec un succes si on arrive a effacer le but

e par un échec si on n'arrive pas a effacer le but.

Par exemple, I'effacement du butoseDesVents sud boreal) se

termine par un échec dans le contexte du prograpeirdessus car aucun fait de
P n'est égal a ce but.

Pour arriver a I'échec, l'interpréteNPROLOG doit explorer tous les faits du
programme et vérifier qu’aucun fait n’est égal ati i doit donc parcourir tout
le programme. Voici des exemples de résultat diefi@ent de but dans le
contexte du programmeose des vents»

TABLEAU 16. Succeés ou échec de I'effacement de budans le programmexrose des vents»

But Résultat
.- rose_des_vents sud austral. succes
.- rose_des_vents sud boreal. échec

Remarque sur les types EnAPROLOG contrairement afOLOG il est
impossible de demander la démonstration des biviargs :

.- rose_des_vents sud bleu.
- rose_des_vents sud sud.

Ces formules provoquent des erreurs de syntaxedesnpilation, les
valeursbleu etsud n’ayant pas été définies comme des valeurs de type
adjectif

3.1.3 RROLOG et la négation

Comme pour la logique, lorsque I'interpréte®oPoG échoue dans
I'effacement d’'un buB nous n’avons aucun droit d’affirmer que le butrésente
une formule fausse dans la théorie représentést,&'dire que-s  est un
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théoreme de la théorie. Nous pouvons juste direnque ne savons rien SBir
Voici un exemple :

kind personne type.
type (pierre, marie, jean) personne.
type grand personne -> 0.

grand pierre.
grand marie.

Dans ce programme trois personnes sont connuessdalement sont
définie comme grandes. On ne dit rien sur la tdifelean la troisieme personne.
On n’a aucun droit de dire qu@rand fean  €st vrai méme guksstion- grand
jean . se termine par un échec.

Par contre on peut fairenlypothése du monde clssivante :

«Tout ce qui n'est pas dit dans le programme ast.fa

Ce qui est facile a implémenter en disant que &iuiB ne peut s’effacer
alors, sous hypothése du monde clas, est vrai.

Faire I'’hypothese du monde clos sur le programntessus revient a
affirmer «seuls pierre et marie sont grand€On est alors en droit de dire que
-grand fean €st vrai.

A propos de la suiteAvant de continuer notre reconstruction progresdee
PROLOG nous devons faire une extension importante dualgegjue nous
sommes en train de reconstruire. Nous allons pdégwvariables et de
'opération d’unification centrale a tout interpgét RROLOG. Nous nous
limiterons dans un premier temps a la syntaxe efesets du premier ordre
manipulés par ROLOG, laissant ainsi de coté latermes simplement typés
manipulés pakPROLOG.

4 Les termes du premier ordre et leur unification

4.1 Des variables dans les questions.

Ici nous enrichissons notre langage avec des latstifjés
existentiellement.

4.1.1 La théorie &ocrate est un homme

La théorie suivante spécifie queogsate est un hommeElle est composée
d’un seul axiome :

estUnHomme(socrate)
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La déduction naturelle nous permet de démontrefajtreéoréme suivant
(x)estunHomme(x €st un théoréme de la théoraoerate est un hommell
signifie «l existe un hommedans la théoriesocrate est un homme

La déduction naturelle nous offre une régle appelgke de généralisation
ou regled’introduction de la quantificatiofl Cette nouvelle regle permet de
déduire un théoreme existentiel tel que ci desqastar d’'un axiome qui lui
ressemble. Cette régle est la suivante :

estUnHommé socra}

(Dx)estUnHomme(x)‘E;EN

FIGURE 4. Régle de généralisation

Si non savons qUeSBRATE est un homme dans une théorie, cette régle nous

permet de déduire qu’il existe un homme dans tleéerie.

4.1.2 Le programme gocrate est un homme

Pour représenter la théorieoegate est un hommeenAPROLOG nous
définissons d’abord le taxammain puis la constantsocrate de typehumain
puis enfin le prédicatistunHomme :

kind humain type.
type socrate humain.

type estUnHomme humain -> o.
estUnHomme socrate.

4.2

EnAPROLOG une question existentielle tel qu&)estunHomme(x s’exprime
simplement comme suit :

- estUnHomme X.

Ici estUnHomme est le symbole de prédicateest unevariable logique Les
symboles de variable en programmation logique concerd par une majuscule,
ce qui les différencient des symboles de prédicdés autres valeurs qui
commencent toujours par une minuscule.

Remarquez que le symbole de quantificafitest omis eAPROLOG. Dans
un but les variables sont supposées étre quangifiséentiellement
implicitement en début de formule.

Point de vue opératoire, les termes, 'unifideon

La technique d’effacement de but présentée en tlieivue opératoire -
regle d’effacement”, page 12, suppose la mise emexlune égalité sur les
formules atomiques (les formules sans les connectegiqued,[0-,0,00,01 ).
Pour l'instant nos formules atomiques ne componeastde variables. Décider
de I'égalité de deux formules atomiques sans vkriad pose pas de probleme.
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Un simple parcours en paralléle des deux formubess permet de vérifier leur
égalité. Dans ce qui suit nous introduisons lemtbéas.

4.2.1 Introduction : comparer des termes avec varlaes

Il nous faut maintenant étre capable de companex themules comportant
éventuellement des variables, comme par exempferealles :

(estUnHomme socrate) et (estUnHomme X)
ou encore les formules :
(roseDesVents nord boreal) et (roseDesVents nord X)

\oici une représentation en arbre de ces quatreui@s :

estUnHomme estUnHomme roseDesVents roseDesVents
Socrate X nord boreal nord X

En programmation logique ces formules atomiques &opelées dedsrmes

Un terme sans variable, app&éme closreprésente une entité, une
propriété ou une relation particuliére du mondé. rée

Un terme avec variable, appédEme généralreprésente quand a lui une
famille d’entités du monde réel ayant des carastigties communes. La variable
est appelée unaconnue On peut passer d'un terme général a un termesmoin
général, voir un terme clos, par substitution deéabde, voici un exemple :

(estUnHomme X)

o, = {X ~ jean} 0, = {X — pierre}

(estUnHomme jean) (estUnHomme pierre)

Pour passer du terngestunHomme X) au termdestUnHomme jean)  on dit
que l'onapplique la substitutioo,. Ce I'on note :

(estUnHomme pierre) = Op(estUnHomme X)

Voir “Substitution”, page 18, pour une définitioorifnelle de la substitution
et de I'application d’une substitution a un terme.

L'unification est 'opération qui permet de compaies termes entre eux
méme s’ils possedent des variables. L'unificatishaal centre de la
programmation logique. Pour la définir précisénrenis devons d’abord définir
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précisément de ce que nous appelons terme. C'gstecrous faisons
maintenant.

4.2.2 Syntaxe des termes du premier ordre

En RRoLOG les termes respectent la syntaxe diteteleses du premier ordre
données ci-dessous. Nous verrons glleROLOG les termes suivent une syntaxe
plus fine et plus souple. Pour l'instant voyonsyataxe des termes du premier
ordre de ROLOG qui est la suivante :

Les termes du premier ordre sont définis comme: suit

Soitu un ensemble de variables (ex,y,u1 ,...)

Soitcoun ensemble de valeurs ou constructeurs d’arit@rdles appelle
aussi les atomes (exeanne, felix o)

Soitcn des ensembles de constructeurs d’afitéN 0n>0 (@xev2,
femme/1 ).

Les formules atomiques A que I'on appelle en logtgumes de premier
ordresont définies récursivement par la grammaire suliga

n
A = UIC,|Co"A AT

L'arité n d’un constructeur Cest le nombre d’arguments que peut prendre le

constructeur, par exemple le construcigue prend deux arguments, de sorte
gue le termeere(jean, jeanne) est correctement construit. Nous le noterons
parfois dans notre discoussre/2 pour signifier qu’il s’agit d’un constructeur
d’arité 2. Dans cette méme notation un atome tefaju  devientfelix/0

Ainsi définis, les termes sont des arbres domidtesids sont décorées par les
constructeurs et les feuilles sont soit des atsuogsles variables. A chaque
noeud, I'arité du constructeur définit le nombrefitlepossédés par ce noeud.
Voici deux exemples de termes :

/\ VANEEEWAN

jean X ia yves Y b41 101

pere jean, X ) coursrfom i@ ), prof yves,Y ), salle bgl 101 ))
FIGURE 5. Termes construits

Le premier terme est construit a partir du conséuc{pere/2 } de la
variable {X} et des atomesjdan, jeanne  }. Le second est construit a partir des
constructeursdours/3, nom/1, prof/2, salle/2 } de la variable {} et des
atomes {a, yves, bekkers, b41, 101 }.

On appelle ces termes les termes du premier oallies nceuds ne peuvent
pas étre décorés par des variables, i.e. on ngpsécrirgx jean marie)
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4.2.3 Substitution

Considéron#\ I'ensemble des termes du premier ordre définisSgntaxe
des termes du premier ordre”, pagelTensemble des variables, une
substitutionest un ensemble de couples - t; x, « t,,...x, < t,} tels que :

Oi(x; DU DL O0A) UOigiG # =X #X) U 0igj (x 0t)

La seconde condition interdit deux occurrencesadadme variable. La
derniére condition est appeléest d’occurrence interdit d’effectuer des
boucles dans les termes comme avec la substitption(x)} oux est une
variable ef/1 un constructeur d’'arité 1.

On peutappliquerune substitutionx; « t;x, « t,,....x, « t,} & un terrmece
que I'on note(x, — t;x, — t,,....x, < t,} (T) , le résultat est obtenu en remplagant au
sein der chaque occurrence depar {.

\oici un exemple X - pierre} (perd jean,¥) = perd jean pierre

La substitution vides = { }  est la substitution identéle quenT(o(T) = T)

4.2.4 Relation d’ordre partiel entre les termes

On peut définir une relation d’ordre partiel erfee termes. Un terniel est
plus général gu'unermeT?2 S’il existe une substitutioo telle queo appliquée a
T1 produit le term@2. Ce que I'on note(T1)=T2 .

On dit aussi qu&2 est une instance da.

La relation d’ordre est partielle car une telleditbtion n’existe pas
toujours. Par exemple pogiomme X) et(roseDesVents Y boreal) on ne peut
pas trouver une substitution qui appliquée a I'as deux termes fait que celui-ci
devienne une instance de l'autre.

4.2.5 Lunification dans les langages de programntian logiques
On définit I'unification ainsi :

«Deux termes T1 et T2 sont unifiables s'’il existéraisieme terme T qui est
une instance des deux termes T1 et T.2. SSi(0o)(OT)((T = 6(T1)) O(T = 6(T2)))
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Voici un exemple :

roseDesVents

/N

nord boreal

PR
‘
/' e
| 4 ;
roseDesVents roseDesVents
Y boreal nord X

o = {(X < boreal ),(Y < nord)}

L'unification peut réussir ou échouer, voici degples :

TABLEAU 17. Exemples de résultats d'unification

Termel Terme2 Résultat
estUnHomme(socrate) estUnHomme(X) {X  socrate}

roseDesVents(sud,austral)  roseDesVents(X,austral] X — sud}
roseDesVents(sud,austral)  roseDesVents(sud,X) X - austral
roseDesVents(sud,austral)  roseDesVents(X,Y) {X < sudY - austra}

roseDesVents(sud,austral)  homme(X) échec
roseDesVents(sud,austral)  roseDesVents(sud,boreéhec

Pour deux termes donnés il peut y avoir plusieubstiutions qui les
rendent égaux. Voici un exemple :

(cours (nom N) (prof yves M) (salle b41 101))
(cours (nom ia) P (salle b41 101))

cours cours
nomﬂ/pri Lalle nom P salle
N yves M b41 101 ia b41 101

Voici des substitutions qui rendent les deux teréggsux.

0, = {N ~ia,P ~ pro{yves,M}
0, = {N ~ ia,P ~ pro{yves marig
03 = {N ~ ia,P — pro{yves thom3}
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4.2.6 Propriété de l'unification des termes du pnaier ordre

Le probleme de l'unification des termes du preroigire est décidable. De
plus, s’il y a des solutions, il en existe une gjésérale que toutes les autres (au
nom des variables prét). On dit qu’'edlegbsumeoutes les autres. On appelle
cette solution Iglus grand unifieurpgu

Pour les deux termes :

(cours (nom N) (prof yves M) (salle b41 101))
(cours (nom ia) P (salle b41 101))

voici un exemple de plus grand unifieur et deuxesitjui sont des instances

de celui-ci :
nom prof salle nom /Dri salle
ia  yves bekkers b41 101 ia  yves ungaro b4l 101
2 -
~ -
o "
N, L

1 cours 1

| |

1 1

| nom prof salle I pgu

1 1

| / \ |

1 ia yves M b4l 101 1

‘ Il N N S O . I N N B S O S .. ‘

’ < ~
Y 4 ~ ~
y ‘ A
cours cours
nom /pfi salle nom P salle
N yves M b4l 101 ia b41 101

FIGURE 6. Exemple de pgu

4.2.7 Le filtrage dans les langages fonctionnels

Le filtrage des langages fonctionnels est une version apgaderi
I'unification qui utilise la relation d’ordre queons venons de définir. Filtrer un
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terme T1 par un terme T2 c’est montrer que T1 estinstance de T2, c’'est a
dire (o)(T1 = 0(T2)

4.2.8 Mise en oeuvre de l'unification

Considérong) 'ensemble des variables, 'ensemble des atomes,
nONOn>0 les ensembles de constructelitda substitution identité {}, o la
composition de substitutions, voici une proposititedgorithme d’unification :

unifier(t1,t2) {
if (tlout2 Ou){
let xlavariable;
let tl'autre terme;
if (x=t)
return (true,0d);
else
if (occurs(x,t)
return (falsgO),
else
return (true{ X~ )
}  else if (tlout2 UCo{
let al'atome;
let t/l'autre terme;

if (a=t)
return (true,0);
else
return (falsgO),
} else {
let t1=f(x1, ..., XN) with f Uc,
let t2=g(y1, ..., ym) with g UCwm
if (fzgQ

return (falsgO),
else (=g [n=m=k){
boolean ok=true;
substitution o=[1;
for (inti=1;i<k+1; i++){
=(brofjer( : ), o(x;) oy
if (not(b))
return (falsgO),
else
oc=o000g

return (true,o0)

4.2.9 Généralisation de la regle d’effacement

Nous pouvons maintenant énoncer une géeneéralisagida regle
d’effacement d’un but par l'interpréteNPROLOG:

Regle d’effacement généralisée :
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«On dit qu’un bus s’efface avec succes dans un prograrrme
s’il existe un fait F dans le programrrequi s’unifie ave®
selon la substitution la plus générate>

Ce qui se représente par le schéma suivant :

{..,F}:-B

choisirunFO P tel que
(Co)o(F) = o(B)

{..,F}:- @
FIGURE 7. Regle d'effacement

FIGURE 8. Effacement d’un but aprés unification dubut avec un fait du programme
Voici donc la démonstration pAPROLOG dans notre programme de lase
des vents qu’il existe une direction correspondant a I'atljeaustral :

{A1,A2,A3,(roseDesVents nord austral)}:-(roseDesVen ts X austral)

* {X < sud}
{A1,A2,A3,(roseDesVents nord austral)} :- (0]

FIGURE 9. Effacement du but:-(roseDesVents X austral)

4.2.10 Non déterminisme, stratégie ou

\oici un énonceé :
«existe-t-il une direction D et un adjectif A telsecA est I'adjec-
tif correspondant & la direction &

Sa représentation en logique est la suivante :

(IX)(Oy)roseDeVents(x,y

Elle se représente concretemenABROLOG par la question composée d’'un
simple but :

:-(roseDesVents X Y)

Ce terme peut s’unifier successivement avec legetats du programme
rose des vents. Les substitutions correspondaptegatiablex ety sont :

{X < sudY ~ austra}

{X < nordY — boreal }

{X < estY  oriental}
{X < ouestY — occidenta}

Tant qu’il n’a pas effacé son bMPROLOG explore tous les faits du
programme de maniére séquentielle jusqu’a obtewtiom effacement. Si le
premier fait ne convient pas, il en essaye un aatee L'interpréteur essaye avec
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tous les faits du programme. On appstlatégieou la stratégie d’exploration
adoptée par I'interpréteur pour parcourir les fditgorogramme.

Stratégieou de APROLOG. La stratégieou de APROLOG consiste a explorer les
faits en séquence de haut en bas, dans 'ordrs ea trouvent dans le
programme.

L'interpréteurAPROLOG estparesseuxen ce sens qu'il s'arréte a la premiere
solution qu’il trouve. Cependant si I'utilisateugsire obtenir toutes les solutions
d’un but, il lui suffit de faire croire a I'interpteur, des qu’il a mis une solution
en evidence, qu’il est en échec. De cette manlieepart a la recherche de la
prochaine solution. Et c’est alors la stratégiequi décide alors de I'ordre dans
lequel les solutions (les témoins) sont produits.

Lorsque I'on pose une questionlBROLOG on ne sait pas s'’il va y avoir zéro,
une ou plusieurs réponses. La programmation logtpmpose ainsi a la
programmation fonctionnelle ou une expression gait@ un et un seul résultat.
On dit parfois que les langages de programmatigigjleesont non-
déterministesNon pas parce qu’ils répondent de maniere akéatoais parce
gu’on ne connait pas a priori le nombre de répogsed’on va obtenir.

4.2.11 Sens des parametres d’'un prédicat : notiorednode d’un prédicat

On constate que le méme prédicat est utilisé pesoudre de nombreuses
guestions différentes. Cette propriété est a I'iendg ce qui se passe lorsque I'on
interroge une base de données relationnelle o@faarable peut donner lieu a
de nombreuses questions.

Cette polyvalence d'utilisation des prédicats aestdes originalités de la
programmation logique. Les fonctions utilisées daasmL, du fait de leur
nature méme, n'ont pas cette capacité de modepheudfutilisation :

TABLEAU 18. Des succes des échecs

Enoncée de la question BukProLoGcorrespondant Résultat

Est-ce que l'adjectif (roseDesVents nord boreal) succes
boreal correspond a la
direction nord ?

Est-ce que l'adjectif (roseDesVents nord austral) échec
austral correspond a la
direction nord ?

Quel est l'adjectif cor-  (roseDesVents nord X) {X < boreal }
respondant a la direc-
tion nord ?
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TABLEAU 18. Des succes des échecs

Enoncée de la question  BukProLoccorrespondant Résultat

Quelle est la direction  (roseDesVents X austral) {X « sud}
correspondant a
I'adjectif austral ?

Donnez les direction et (roseDesVents X Y) {X < sudY — austra}
adjectifs qui se corres- {X < nordY ~ boreal }
pondent. {X < estY < oriental}

{X < ouestY — occidenta}

Le mode d’exécution d’'un prédicat peut étre spédcifl'aide des trois
symboles suivantswe, « » et @» placés devant I'identifiant de parametre. Voici
des exemples de déclaration de modes pour le pitéaitaireroseDesVents

TABLEAU 19. Modes d’un prédicat

Déclaration de mode Signification

(roseDesVents +D +A) Utilisation en vérification : La direction D et I'4éctif A sont
instanciées au moment de I'appel du prédicat.

(roseDesVents +D -A) Calcul d’'un adjectif a partir d’'une direction doen@, A est une
variable,

(roseDesVents -D +A) Calcul d’'une direction a partir d'un adjectif donAgD est une
variable

(roseDesVents -D -A) Générer sous forme d’un flot de résultats (ensatilt le non-

déterminisme d2PROLOG) tous les couplesA, D> , a I'appel
A etD sont toutes les deux des variables.

» + devant in identificateur signifie que le pararaést en entré et qu'il
doit donc étre completement instancié au mometiagpel

» -devant un identificateur signifie que le param&tst en sortie et qu'il
doit étre une variable libre au moment de I'appel.

» ? devant un identificateur signifie que qu’il pétre indifferemment libre
ou lié a I'appel
4.3 Des variables dans les faits, regle d’instamtion

Considérons la propriété suivante de l'additioder est I'élément neutre
de l'additior». Cette propriété est modélisée en logique paidiae :

(Ox)sommé zero x X

APrROLOG admet les variables dans les faits. L'axiome sisds est
représenteé par le fait :

somme zero X X.
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Comme pour les buts, la quantification est omispregrammation logique
mais ici il est toujours supposé universel. Voitrésumé les formules dont nous
disposons maintenant dans notre reconstructiorraded? :

TABLEAU 20. Reconstruction deProLoc étape 1

Représentation eXPROLOG Représentation en logique

Fait sans variable (homme socrate) hommé socrafe
but sans variable :-(homme socrate) hommé socrafe
Fait ou axiome quantifies  (homme X) (Ox)homme(x)
Buts ou question quantifi¢  :-(homme X) (IX)homme(x)

4.3.1 Point de vue logique

La déduction naturelle nous offre une troisieméeragpelée regle
d’instanciation qui s’énonce comme suiturkout complétement instancié peut
étre inféré d’'un but ressemblant quantifié univéeseent» La régle s’écrit :

(Ox)sommé zero,x,)ﬁNS
sommé zero un un

FIGURE 10. Regle d’instanciation

4.3.2 Point de vue opérationnel

Du point de vue opérationnel, la regle d’effacend#finie plus haut
s’applique ici a nouveau. Ainsi nous pouvons edhafacement suivant :

{(somme zero X X)}:-(somme zero un un)

{X < un}
{(somme zero X X)} :- O

FIGURE 11. Effacer le but:-(somme zero un un)

4.3.3 Combiner les régles d’instanciation/généraation

Du point de vue logique, nous pouvons combinerdgkes d’instanciation et
de généralisation pour effectuer la démonstratinovaste :

(Ox)sommé zero,x,)<A
somme€ zero un un EN
(Oy)sommé zero un,

INS

FIGURE 12. Démontrer (Cy)sommé zero un,Y
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Du point de vue opérationnel, cette démonstratiexptique par la méme
régle d’effacement que celle définie plus haut :

{(somme zero X X)}:-(somme zero un Y)
{(X = un),(Y ~un)}
{(somme zero X X)} :- 0]

FIGURE 13. Effacer le but:-(somme zero un Y)

4.4 Ou les axiomes deviennent des regles d’'infén

Les formules dont nous disposons pour l'instansdastre reconstruction
sont limitées aux formules atomiques ou aux forsmat®miques quantifiées,
voir Figure 20, “Reconstruction de&RBLOG étape 17, page 25. Dans ce qui suit
nous étendons le langage des axiomes.

4.4.1 Reégle de Modus Ponens simplifiée.

La derniere regle de la déduction naturelle quesmwasentons est la regle
deModus PonendJn énonceé classique de cette regle est :

«Socrate est un homme et tous les hommes sont sndotst
socrate est mortel.»

Cet énoncé comporte deux prémisses qui s'exprierefagique par la
conjonction des deux formules suivantes

homm¢ socratgs
(Ox)(mortel(x)0 homme(x)

FIGURE 14. Théorie «Socrate est mortel
Nous appelons cette théorigograte est un mortel

SoitH etA des formules atomiques. Voici une premiére versiomplifiée de
la régle de Modus Ponens BpA etMsont des formules atomiques :

H AOH
A

MP
FIGURE 15. Modus ponens simplifié

Cette régle s’énonce aisément comme suit :

«SiH etH=>A sont deux axiomes de ma théorie alest un
théoreme de ma théorie

Il est maintenant possible de démontrer gueel(socratepst un théoréme de
la théorie socrate est un mortel

\oici la courte démonstration :
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A
(Ox)(mortel(x)0 homme(X)
homm¢ socratgs mortelsocratesd homm¢ socratgs MP
mortel socrate)s

FIGURE 16. Démontrer en logique que Socrate est mtal

\oici encore une courte démonstration dans la méeéarie du
théoréme (Ox)mortel(x) . Démonstration

(Ox)(mortel(x) O homme(x)A
hommd socratés mortel socratgsd]d hommd socratgs MP

morte! socrate!%EN

(IX)mortel(x)

FIGURE 17. Démontrer en logique qu'il existe un motel

4.4.2 Des formules complexes dans le programme

Pour représenter dans les programmes une formoiplege avec
implication telle quDx)(mortel(x)0 homme(x) APROLOG introdulit I'opérateur
binaire infixe implique qui s’écrit concrétement et qui signifie I'implication a
gauche 0

Les deux axiome% hommg socratgs } de la théoriacrate est
(Ox)(mortel(x)0 homme(x)
morteb s’écrivent erAPROLOG :

est_un_homme socrate.
est_mortel X :- est_ un_homme X.

En RROLOG le second axiome s’appelle uclauseouregle pour le
différencier des faits qui sont des formules atareg]

La partie a droite de I'opérateur :- est appeléogsde la clause. La partie
gauche est appeléetktede la clause.

Le type de I'opérateur-)  enAProlog est définit comme suit :

kind o type.
type (:-) o -> 0 -> 0.

Le type de I'expression

est_mortel X :- est_un_homme X.

est 0. Elle pourrait étre écrite de maniéere préformme suit :

(:-) (est_mortel X) (est_un_homme X).

APRrROLOG admet les deux écritures.
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4.4.3 Ordre supérieur

APROLOG permet de manipuler des termes d’ordre supéfraurexemple il
est possible d’écrire I'égalité suivante :

F = ((-) (est_mortel X))

La variabler recoit une valeur de type>o . Il s’agit d’'un «prédicat
incomplet» Formellement cette construction est une fonaties prédicats dans
les prédicats. Ces constructions qui sont ditesddéosupérieur sont des objets a
part entiere du langagé€®’ROLOG au méme titre que les prédicats o, les entiers ou
les string. Dans le contexte de la portéx da peut appliquer ultérieurement la
variableF a un prédicat comme dag®s(est_un_homme X)), o n obtient le
prédicat :

(:-) (est_mortel X) (est_un_homme X).

4.4.4 Portée des variables

La quantification de la variabbkeporte sur toute la clause et seulement la
clause. C'est-a-dire qu’une autre variablgans une autre clause ou un autre fait
du programme est différente de la premiére.

Voici le programme\ PROLOG pour représenter la théoriieg hommes sont
mortels et socrate est un hommme

kind homme type.
type socrate homme.

type est_un_homme homme -> o.
est_un_homme socrate.

type est_mortel homme -> o.
est_mortel X :- est_ un_homme X.

4.4.5 CommenfAPROLOG se débrouille opérationnellement avec Modus Ponefls

La regle d’effacement de but que nous avons uiilisgu’a présent ne suffit
plus pour expliguer commeRPROLOG modélise les démonstrations effectuées
en déduction naturelle grace a la regle Modus Ponen

Nous avons besoin d’'une nouvelle regle appe§ke de remplacemenqtii
se représente comme suit :

{..cO B} :-A
choisir une clausen s telleq
(Co)o(C) = o(A)

{..cO B} :- oB)
FIGURE 18. Régle de remplacement

Cette régle s’énonce ainsi
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«Pour éliminer un buh dans un programmee qui contient une
clauseco B telle quec la téte de clause s’unifie avec le ut
selon une substitutiom, c’est a dires(a) = o), il suffit de rem-
placer le buta par o(8) dans le programme»

On remplace ainsi un probleme par un autre problgumed on essaye de
résoudre a son tour en éliminant le nouveau but tEquel on a cumulé la
substitution obtenue dans I'étape précédente.

Soit le programme suivant :

P = {homme socrate, mortel X :- homme X}

Voici un exemple de d’effacement de but pour lastjoa:- (mortel X)
dans ce programme

{homme socrate, mortel X :- homme X} :- (mortel M)
L{X g <M}
{homme socrate, mortel X :- homme X} :- (homme M)

| {M <- socrate}
{homme socrate, mortel X :- homme X} :- ()

FIGURE 19. Effacement du but:- (mortel X) par Modus Ponens

4.4.6 Définir un prédicat a I'aide plusieurs clauss

De méme que I'on peut définir un prédicat a I'goligsieurs faits, il est
possible de définir un prédicat a I'aide de plusatlauses. Supposons la théorie
composeée des quatre axiomes suivants

merdg marie jean

perd pierre jean
(Ox)(Oy)(parent(x,y)d mere(x,y)
(Ox)(Qy)(parent(x,y)d pere(x.y)

FIGURE 20. Théorie ¢arent»

Cette théorie définit le prédicat binaparenta partir des deux prédicats
binairesmereetpere On définit ici une relation comme l'union de daejations.

En APROLOG cette théorie se définit comme suit ;

kind personne type.
type (marie, jean, pierre) personne.

type (pere, mere, parent) personne -> personne -> 0

pere pierre jean.
mere marie jean.

parent XY :- mere X Y.
parent XY :- pere X Y.
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Notez bien, comme nous I'avons déja dit, qi@ROLOG les variables X et
Y des deux clauses sont locales a chacune de®slaus

Exercice 1.

Ecrire en déduction naturelle deux démonstratiomshgtoreme
(x)parent & jean dans la théorie parenp ci-dessus.

Exercice 2.

Faite les deux mémes démonstrations avec le dératnstdeAPROLOG
et le programme ci dessus.

4.5 Ou les buts deviennent des formules complexes

Nous introduisons maintenant le connecteur logiqdans les questions.

4.5.1 Point de vue logique

Supposons nous ayons une théorie que nous appslienarie> qui est
composeée des deux axiomes Suivar®me marig,parent pierre marjg .

Le théoréme que nous voulons prouver dans cettei¢hést le
suivant femmeg mari¢ Oparenf pierre marie

La déduction naturelle permet d’introduire le cartear logiquel entre
deux formules si les deux formules sont des théese@ette regle diteregle
d’introduction dul» s’écrit visuellement comme suit :

A B

ADB o

FIGURE 21. Régle d'introduction duET

Ces conjonctions de formules peuvent étre quaesiféxistentiellement. Par
exemple nous pouvons exprimer la question :

«existe t-il une personne qui est le parent d'wrerhe qui existe ?»
ce qui s’écrit en logiquex)Cy(femme(x)0 parent(y )

\Voici une démonstration en déduction naturelleldiotéme
(X)Oy(femme(x)0 parent(y,y) dans la théoriemarie» :

femmd mari&A parenf pierre marDéA‘
. . et,
femmd marigdparenf pierre marie en
(Oy)(femmd marigOparent y marig) g gen

(IX)(Oy) (femme(x)d parent(y,X)

FIGURE 22. Démonstration en logique du théoreméx)Cy(femme(x)0 parent(y,y)
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4.5.2 Nouvelle extension du langageroLOG

Considérons la théorigemme marig,parent pierre marj . Nous la
représentons exProlog par le programmaeanarie»> suivant :

kind personne type.
type (marie, pierre) personne.

type femme personne -> o.
femme marie.

type parent personne -> personne -> 0.
parent pierre marie.

Pour représenter une question construite tellgqyiB/(femme(x)0 parent(y,y)
AProlog introduit le connecte&m dans sa syntaxe des questions. Ce connecteur
s’écrit (,). Son type eNProlog est :

type () o->0->o0.
La formule (xx)Cy(femme(x)0 parent(y,y) Se représente BRrolog par :

.- femme X, parent Y X.

4.5.3 Nouvelle version des regles d’interprétatiode Prolog

Voici une nouvelle version des deux regles d’intét@tion de Prolog. Elles
prennent en compte le connectélolans les questions :

{..,F}:-B,C1,..,Cn

Chaisir le but le plus a gauche séit
Choisir un faitFO P tel que(o)a(F) = a(B)
Mémoriser les choix restants pour cette questic

{..,F}:- o(C10.. Tn)
FIGURE 23. Regle d'effacement d'un but

{..CO B} -A,Cl, ...Cn

Chaisir le but le plus a gauche séit
Choisir une clausgCO B)OP telle quéo)o(C) = o(A)
Mémoriser les choix restants pour cette question

{..CO B} - 0o(B),o(C1l0..Tn)
FIGURE 24. Regle de remplacement

Voici un exemple de d’effacement de but pour lastjoe

.- (femme X, parent Y X)

dans le programmenrarie» donné ci dessus :
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{femme marie,
parent pierre marie} .- femme X, parent Y X.

) I {X <- marie}
{femme marie,
parent pierre marie} :- parent Y marie.

{femme marie L {Y <- pierre}
parent pierre marie} -0

FIGURE 25. Effacement du but:-(femme X, parent Y X)

4.6 Ou les corps des clauses deviennent des foresitomplexes
Considérons la formulation logique du prédicat baaPourFille suivante :
(Ox)(Oy)(aPourFille(x,y)d parent(x,y)] femme(y

Dans notre reconstruction actuelle le corps dassek était constitué d’'une
formule atomique. En fail PROLOG utilise la méme syntaxe pour le corps des
clauses que pour les questions complexes que e de voir. Un corps de
clause peut étre construit avec le connecteur legitjque I'on écrit
concrétement (,).

Considérons une théorie composée des axiomes ilivan

femmd marig¢
paren( pierre marije
(Ox)(Oy)(aPourFille(x,y)d parent(x,y)] femme(y

On peut déemontrer en déduction naturelle le théersaumvant de cette
théorie (x)(0Oy)aPourFille(xy) . Voici la démonstration :

(Ox)(Oy)(aPourFille(x,y)d parent(x,y)l femme()/)
paren( pierre marbe femmd mari¢ aPourFillé pierre mar)e] parent pierre mar)dfemmd marig
aPourFillé€ pierre mari EN
(IX)(Oy)aPourFille(x,y)

MP

\oici le programmep représentant cette théorie :

kind personne type.
type (marie, pierre) personne.

type femme personne -> o.
femme marie. /(1) */

type parent personne -> personne -> 0.
parent pierre marie.  /* (2) */

type aPourFille personne -> personne -> 0.
aPourFille XY :- 1% (3) */

parent X Y,
femme Y.
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P

P:

Voici la démonstration faite ci-dessus effectuéel’pgerpréteurAPROLOG:

- aPourFille X Y.

L(3) {Xy« XYY}

- parent X Y, femme Y.

1 (2) {X < pierreY — marig}

P :- femme marie.

P -

1@ O
O

5 Deéduction naturelle et Prolog - vue générale

5.1

Avant de récapituler par une vue générale la rénact®n que nous venons
de faire, nous introduisons les connectéles[] dans les questions et les parties
droites de régle.

Le connecteur logiquéldans les parties droites de regle

La logique nous dit que la formule suivante esttagologie (i.e. toujours
vraie) :

(@x)(@y)(P)O Qxy) = (Ox)(PK) D (Hy)Q(x.y))

C’est a dire que les deux formules)(0y)(P(x) 0 Q(x.y) et
(Ox)(P(X) 0 (Oy)Q(x.y)) Sont équivalentes et peuvent étre remplacées pane
l'autre. Ainsi dans une théorie de la famille npasirrions énoncer I'axiome
suivant :

«Pour étre une mere il suffit d'étre la mere de quéain»

Ce qui s’énonce en logique par la formulexj(estMere(x)0 (O ymere(x.y)
Dans la syntaxe deRBLOG que nous avons donné jusqu’a maintenant cet
axiome ne peut en principe pas s’écrire, mais on lperemplacer par :

estMere X :- mere X Y.

Ce qui signifie formellement en logiquex)(Oy)(estMere(x)1 mere(xy) €t qui
est équivalente a la formule logique précédente.

Exercice 3.
Soit la théorie marieEstUneMere composée des deux axiomes suivants :

merdg marie pierre
(Ox)(Oy)(estMere(x)d mere(x,y)

Démontrez en déduction naturelle que la formusi®ier¢ marip  t upghéo-
reme de cette théorie.

Représentez etProLOGIa théorie «narieEstUneMere et développez
I'exécution du but correspondant a la formuékemer¢ marip
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Exercice 4.
Méme exercice que précédemment mais avec la théorie

merdg marie pierre
(Ox)(estMere(x)2 (O ymere(x,y)

En conclusion ROLOG ne permet pas d’écrire des axiomes tels que
(Ox)(P(X) 0 (Oy)Q(x,y)) mMais le programmeur peut toujours réécrire ce type
d’axiome sous la seconde forms)(Oy)(P(x) 0 Q(x.y)) et effectuer dssi
mémes démonstrations.

Nous verrons que seNPROLOG, plus complet, implémente le connecteur
logiqueddans la partie droite des regles.

5.2 Connecteur]dans la partie droite des régles ou dans les
guestions.

Le dernier type de regle que nous voyons sontigsigations comportant
une disjonction en partie droite de regle. Voiciexemple :

(OX)(PK) O Q%) 0Q,(X)) -
La logique nous apprend que la formule suivante
(O (PO Q%) QX)) = (CX)(PK) D QX)) O(OX)(PK) D QX))

est une tautologie. On peut donc toujours remplanexxiome de la forme
(0X)(PG) 0 Q%) 0Q,(%)) par les deux axiomgsix)(P) 0 Q(X).(TX)(PE) 0 Q,(X))}
et réciproquement.

\oici un exemple. L'axiome :
(Ox)(Oy)(parent(x,y)D pere(x,yI mere(xy

peut étre remplacé par les deux axiomes :

(Ox)(Oy)(parent(x,y)d pere(x,))
(Ox)(Oy)(parent(x,y)d mere(x,))

5.2.1 Point de vue de la déduction naturelle

La déduction naturelle propose deux régles powdiire une disjonction
POQ:

oy,

_Q
PUQ POQ M

C’est a dire que I'on peut introduire une disjoootPoQ des que I'on a
démontrér ou que I'on a démonti@
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Exercice 5.
Considérez la théorie composée des axiomes suivants

perd pierre marie
merd jeanng mar)e
(Ox)(Oy)(parent(x,y)d pere(x,yll mere(x,y

Démontrez en déduction naturelle de deux manierdgloréeme suivant de
cette théorigx)parent x marig

5.2.2 Point de vue opératoire

Tous les langages de programmation logiques tel9ROLOG et APROLOG
implémentent le connectelirdans la partie droite des régles. Concrétement le
connecteuf]s’écrit (;). Le type de cet opérateur est :

type ;) o->0->o0.

\oici un tableau résumant le type des connectegiglies binaires de
APROLOG que nous avons vu jusqu’a présent :.

TABLEAU 21. Principaux opérateurs logiques binairede AProlog

logique AProlog  Définition du type

0 - type (:-) o -> 0 -> 0.
0 , type () o->0->o0.
0 ; type (j)o->0->o0.

Nous devons introduire la nouvelle regle suivantieirterprete une
disjonction dans la question :

{..,F}:-B,C1,..,Cn

Choisir le but le plus a gauche séit
si B=B1(B2
Mémoriser la questionB2, C1, ..., Cn

{..,F}:-B1,C1, ..Cn
FIGURE 26. Régle d'interprétation du []

Exercice 6.

Ecrire enAPROLOGIe programme de I'Exercice 5, page 35. déroulez&ex
cution de la question parent X marie

5.3 Vue Générale

Notre définition du langageR®LOG est maintenant compléte. Voir la section
suivante pour une récapitulation de sa définitiomgléte. Voici les versions
définitives de nos régles pour les démonstratiardéeluction naturelle et pour le
fonctionnement d’un interpréteurRBLOG.
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5.3.1 Déduction naturelle

Versions définitives des regles de déduction néuaelaptées aHDLOG :

A B (Ox)P(x)
— et
AA AOB P(cstd INS

Régle d’identité Régle d'introduction du 0  Reégle d’instanciatior

ou axiome ou élimination du O
P(cste H10... OHn A0 H10O..OHn
(D()P(X)GEN A MP

Regle de généralisation Regle de Modus Ponens
ou introduction du O ou élimination du O
P _Q
poQY POQ

Régles d’introduction du [J

FIGURE 27. La déduction naturelle adaptée a RoLOG

Exercice 7.

femme mari¢
Considérez la théori paren( pierre marje . que
(Ox)(Oy)(aPourFille(x,y)d parent(x,y)J femme(y

nous appellerons ici la théorieRourFille».

Démontrez en déduction naturelle que la formuleaurFill¢ pierre marje St e
un théoreme de cette théorie.

Complétez cette démonstration pour démontrer que la
formule (x)(0y)aPourFille(x,y) €st aussi un théoreme de la méme théorie.

5.3.2 Fonctionnement d’un interpréteurProLoc

Versions définitives des deux regles définissafbietionnement d’'un
interpréteur Prolog. On prend toujours le premigrlé plus a gauche de la
guestion et un lui applique une des trois reglésastes :

{..,F}:-B,C1,..,Cn

Choisir le but le plus a gauche séit
Choisir un faitFO P tel que(o)o(F) = a(B)
Mémoriser les choix restants pour cette questic

{..,F}:- o(Ci0d.. )

Régle d’effacement
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{..coOB}:-ACL...Cn

Choisir le but le plus a gauche séit
Choisir une clause(C O B)OP telle quéo)o(C) = o(A)
Mémoriser les choix restants pour cette question

{..CO B} :- o(B),o(C10..Tn)

Regle de remplacement

{..,F}:-B,C1,..,Cn
Choisir le but le plus a gauche st
si B=B1(B2
Mémoriser la questionB2, C1, ..., Cn
{..,F}:-B1,C1,...,Cn
Régle d'interprétation du []

FIGURE 28. Régles de fonctionnement d’un interpréter Prolog

Exercice 8.

Représentez eiProlog la théorie estLaFilleDe ci-dessus. Utilisez
l'interpréteur et ses deux régles de fonctionnerpent effectuer deux
démonstrations de la questieraPourFille X Y

6 Syntaxe de Prolog

\oici un résumeé sous forme de tableau de notrenstnaction de Prolog :

TABLEAU 22. Reconstruction de Prolog

Logique AProlog
perd jean marie pere jean marie.
(Ox)sommé zero XX somme zero X X.
(IX)perd jean X ?  :-perejean X.
(Ox)(mortel(x)O homme(x) mortel X ;- homme X
(X)Oy(femme(x)0 parent(y,3) ? :-femme X, parent Y X.
(Ox)(Oy)(aPourFille(x,y)d parent(x,y)] femme(y aPourFille X Y :-
parent X Y, femme Y.
(Ox)(estMere(x)d (O ymere(x,y) O
(Ox)(Oy)(estMere(x)J mere(x,y) estMere X :- mere X Y.
(Ox)(Oy)(parent(x,y)d pere(x,y)J mere(xy parent XY :-

pere XY; mere X Y.
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Dans ce tableau les formules annotées ? sont desans en logique on
dirait des théoremes a prouver. Les autres formadatdes clauses. Chaque
clause représente un axiome de la logique.

6.1 Définition

La syntaxe de ROLOG est définie formellement en deux temps.

6.1.1 Les formules atomiques ou termes

Considérons les termes comme définis en “Syntagsdatenes du premier
ordre”, page 17.

6.1.2 Les formules non atomiques

Les formules non atomiques sont définies par ldbodéfinition suivante :
D =A|[IXDIAOG
G = A|IGOG|IXGIGOG
L'ensemble de D constitue lesgle en logique on les appel delauses de
Horn (en anglaiPefinite Clauses L'ensemble G constitue I&sitsouquestions
(en anglaiggoalg. Un programme ROLOG est un ensemble de régles qui

définissent la théorie plus une question qui ctunstie théoreme a démontrer
dans la théorie.

6.2 Syntaxes concretes - Prolog versia®rolog

Voici comment traduire en Prolog quelques exemgéermules logiques :

TABLEAU 23. Prolog : correspondance avec la logique

Logique Prolog

cha(feliy chat(felix)
(Ox)(ronronne(x)J chat(x) ronronne(X) :- chat(X)
(IX)ronronne(x :- ronronne(X)

perg felix noireay pere(felix,noireau)
(Ox)(est— meréx) O (Oy)mere(x,y) est-mere(X) :- mere(X,Y)

Dans la colonn@rolog du tableau ci-dessus, on peut voreglesqui
représentent des implications de la logique er@fites atomiques qui sont soit
desfaits, soit degjuestionsOn revoit dans ce tableau que les variables
guantifiees de la logique perdent leur symbolewntfication en Prolog.
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Voici le méme tableau exProlog :

TABLEAU 24. AProlog : correspondance avec la logique

Logique AProlog

chaf feliy chat felix.
(Ox)(ronronne(x)J chat(x) ronronne X :- chat X.
(x)ronronne(x - ronronne X.

perg felix noireay pere felix noireau.
(Ox)(est— meréx) O (Cy)mere(x,y) est-mere X ;- mere X'Y.

7 Arithmétique Récursivité Itération

7.1 Arithmétique et récursivité dans les langagdenctionnels

n
Voici une définition de la fonction factoriella = [ = 1x2x3x..xn &
i=1
peut étre définie de maniére récursive comme suit :

faC(n) — { 1 Si(n :0)
nx fach —1)si(n> 1)

FIGURE 29. Définition récursive de factorielle

Cette fonction se définit ena®L comme Ssuit :

let rec fact = function
|1->0
| n -> n*(fact (n-1));;

7.1.1 Réduction d’'une expression

La séquence de réductions correspondant a I'éi@aiude I'expression
fact(3) est ainsi la suivante :

fact 3

3*fact (3-1)

3 *fact 2
3*(2*fact (2 - 1))
3*(2*factl)
3*(2*(1*fact(1-1))
3*(2*(1*fact0))
3*(2*(1*1))
3*(2*1)

3*2

6

La complexité de cette fonction en temps et en nidenudilisée esd(n) pour
le calcul deact(n).
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7.2 Arithmétique et récursivité dans les langage®lationnels

7.2.1 Arithmétique dans les langages relationnelsep on apprend que1 +1# 2

En programmation logique la constructibfl est un terme au méme titre
guepere(jean,marie) Dans ces deux termes les symbelext pere sont des
constructeurs binaire@’arité 2). Les deux termes représentent respectivement
des arbres :

TABLEAU 25. Deux arbres construits avec des constateurs d’arité 2

1+1 +
1 1

pere(jean,marie) pere

jean marie

Les termes construits emBLOG ne sont jamais évalués. La seule opération
gu’ils subissent est l'unification. Larbre+1 , quer peut aussi écrire de
maniére préfixe(+) 1 1) n’est pas unifiable avec I'atome 2.

Pour effectuer des évaluations d’expression aritigmésA PROLOG fournit
des opérateurs d’évaluation dont les deux princigaumtis etfis . Il s’agit de
prédicats binaires prédéfinis ayant les types @gpesuivants :

type (is) int -> int -> o.
type (fis) float -> float -> o.

Comme les connecteurs logiques binaires que nausaléja vug-) | (,)
et(;) , ces deux opérateurs d’évaluation sont des opgsalénaires infixes. La
partie droite doit étre un terme construit sansabde au moment de I'exécution
duis ou dufis . Ce terme représente une expression qui est @vkliggue le
but est choisit par I'interpréteur. Voici les cansteurs d’expressions

arithmétiques :
type (+, -, *, /[, mod, >, <, =<, >=) int -> int -> int.
type ($+, $-, $*, §/, $<, $>, $=<, $>=) float -> fl oat -> float.

La partie gauche des deux évaluateurstfis doit étre une variable ou une
constante de type respectif oufloat , elle est unifiée avec le résultat de
I'évaluation de I'expression qui se trouve a droReur effectuer une addition
telle quev+z, nous devons écriveis Y+Z ouXfisY+z selon que les variables
X, Y etz prennent des valeurs entieres ou décimales.

7.2.2 Fonction factorielle récursive.

n
Considérons la fonction factorielie = |-|i = 1x2x3x..%n
i=1
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Sa spécification fonctionnelle récursive esic(n) = { 10 (=0
nxfagqn-) 0 (nz0)
On en déduit facilement le prédi@eRROLOG (fac +N ?R)  qui réussit
lorsquer = N!
type fac int -> int -> o.
fac 0 1. % N=0 (1)
fac N R :- % Nz0 (2)
N =\=0,
N1 is N-1,
fac N1 R1,
R is R1*N.

Remarquez le b =\=0 qui signifienz0 dans la clause (2). Le type de ce
comparateur est :

type (=\=) int -> int -> 0.

Il existe le méme pour les décimaux :
type ($=\=) float -> float -> o.

Le butN =\=0 permet de spécifier que factorielle est une famcét rend
exclusif les deux caac(0, R)  etfac(N, R)

Voici I'exécution du but- (fac 3 X) par I'interpréteuAPROLOG :
fac 3R
l(2) 0={N1<—3,R1<—X}
3=\=0,N1 ;is3-1, fac N1 1R1,, XisR1 4;*3

.
fac2R1 4, XisR1  ;*3

1 (2 o0={N,-2R, - RL}

fac1R1 , Rl jisR1 ,*2, XisR1  ;*3
1 (2 o0 ={Ny-1R; - RL}

facOR1 3, R1 ,isR1 3*1,R1 ;isR1 ,*2, XisR1  ;*3
L (1) o={RL1}

Rl,is 1*1,R1  ;isR1 ,*2, XisR1  ;*3

1 g > \7( 6 4

Pour calculer le but (fac n X) on construit une conjonction debuts de
la forme :

R isR1 ;1 *(n-i+1)

La complexité en temps et en mémoire pour le caleghc +N -R) est
O(N) comme pour le programme récursif eoA®IL donné ci-dessus.
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7.2.3 Fonction factorielle itérative - la technige des accumulateurs

Voici un calcul dent  par itération :

int fact( int n){

int k=0;

int product = 1; I/ initialization
while (k<n){ /I test
k=k+1,

product = product * k; // loop body

return  product;

La complexité en mémoire de cet algorithme estlmeilque la version

précédente récursive, elle égtte) La gestion de mémoire est effectuée grace

aux deux affectations :

k=k+1,
product = product * k; // loop body

En AROLOG on ne dispose pas de possibilité de réutiliserdanoire mais
dispose de paramétres. Le préd@koLOGfact itératif s'écrit comme suit :

type fact int -> int -> o.
type factl int -> int -> int -> 0.

fact N R:-
factl N 1 R.

factl 0 A A. % condition de terminaisod = 0
k

factl K A R:- % invariant de la boucl¢Ok(0<k<n +1))A, = |‘| i
i=n
K =\=0,
Al is A*K,
K1lis K-1,
factl K1 A1 R.

Exercice 9.

Ecrire I'arbre de recherche correspondant & la giimsfact4 R pour la
version itérative du prédicaict . En raisonnant sur cet arbre de recher-
che donnez la complexité en temps et en mémoae peédicat.

Cette technique tres connue d’optimisation tramséoun programme
récursif en un programme itératif. Elle s’appetieédchnique déaccumulateur.
La technique de I'accumulateur n’est pas spécifigiéa programmation
logique. Elle peut étre employée dans n'importd guée langage.

Exercice 10.
\oici la définition récursive de la fonction expatielle :

10 (n =0

exp(i,n) = {i x exp(i,n -1) O (n# 0)
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Ecrire et typer le prédicadPrRoLoGrécursif calculant cette fonction. Sa
spécification esgexp + +N ?R) réussit ave® = 1"

Exercice 11.
Donnez une version itérative du prédiesp défini ci-dessus.

8 Fermeture transitive d’une relation: prédicats recursifs

Considérons une relation binaire qui définit unpipasans boucle. En
programmation il est classique de construire lati@hfermeture transitivel’'un
tel graphe grace a une simple récursivité. Voicexsemple avec la relation
parent

Considérons la théorie suivarjf@"ent claudiejulietsd ) o o8 dipaptre
parenf jeanng claudj

peut étre définit comme suit :

(Ox)(Oy)(ancetre(x,yd ( parent(x, ) (O )¢parent(x,zY1 ancetre(z.y))

\oici cette théorie eAPROLOG::

kind personne type.
type (claudie, jeanne, juliette) personne.

type (parent, ancetre) personne -> personne -> 0.

parent claudie juliette. I1(1)
parent jeanne claudie. 11 (2)
ancetre(X,Y) :- parent(X,Y). 11 (3)

ancetre(X,Y) :- parent(X,Z), ancetre(Z,Y). I/ (4)

\oici I'effacement du but- ancetre jeanne juliette. par I'interpréteur
APROLOG dans le programmneci-dessus :

P :- ancetre jeanne juliette. //  -memeeeee- > point de choix [1]
choix de la clause (3)

I 0 ={X; ~jeanne Y, — juliette}
P :- parent jeanne juliette.

)
échec

Repriseau point de choix [1]
P :- ancetre jeanne juliette. //  —memeeee- > choix [1] terminé
choix de la clause (4)
I 0 ={X; ~jeanng Y - juliette}
P :- parent jeanne Z 1, ancetre Z 1 juliette.
choix de la clause (2)
I 0 ={Z; — claudig
P :- ancetre claudie juliette. // ~  cemeeee- > point de choix [2]
choix de la clause (3)
I 0 ={X, « claudigY, ~ juliette}
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P :- parent claudie juliette.
choix de la clause (1)

l o=10
succes

Repriseau point de choix [2]
P :- ancetre claudie juliette. // ~  —emeeee- > choix [2] terminé
choix de la clause (4)

I 0 ={X, « claudigY, ~ juliette}
P :- parent claudie Z o, ancetre Z 5 juliette.
choix de la clause (1)
I 0 = {X, « claudigY, ~ juliette}
P :- ancetre juliette juliette. // —emeeemeee > point de choix [3]
choix de la clause (3)
I 0 = {X; « juliette,Y; — juliette}
P :- parent juliette juliette.
l
échec

Repriseau point de choix [3]
P :- ancetre juliette juliette. //  —emeeeeeee > choix [3] terminé
choix de la clause (4)

I 0 ={X; < juliette,Y, — juliette}
P :- parent juliette Z 3, ancetre Z 3 juliette.

!
échec

Exercice 12.

Effectuer I'effacement (éventuellement prévoyeg kafaire I'effacement)
du méme but dans le programmeconstruit avec les mémes clauses que
celles der mais en inversant les deux claug®s et (4) . Faites vos con-
clusions.

Exercice 13.

Effectuer I'effacement du méme but dans le programm construit avec
les mémes clauses que celle®deais en remplacant la claugg par la
clause@) suivante (équivalente logiquement)

ancetre(X,Y) :- ancetre(Z,Y), parent(X,2). // (4").

Que se passe t-il ?

9 La coupure

La coupure (ou codt), noté ! (prononcez «cut») ROUBG, est un prédicat
sans parametre qui n’a aucune sémantique logiqeeersest qu'il est toujours
prouvé avec succes. Sa sémantique est opérataipecument. Il sert a
restreindre I'arbre de recherche en empéchantelagpement de branches qui
conduisent & des échecs ou a des solutions quad’@eut pas connaitre.
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On peut comprendre la coupure avec deux visions.uilion dynamique
sur I'arbre de recherche et une vision statiqudesprogramme.

9.1 Vision dynamique de la coupure

Du point de vue de I'arbre de recherche, la prelwprédicat ! a pour effet
de bord de couper des branches en attente de dpeetent. Elle coupe
I'ensemble des branches en attente créées degmyusllde la clause qui a
introduit la coupure.

\oici un programme qui possede plusieurs démonstrations du-faut :
type (a,b,c,bl1,b2) o.

a:-b. ~@Q)*
a:-c. [*(2)*

b:-bl. /*(3)%
b:-b2. /*(4)%

c. ()Y
bl.  /*(8)*
b2.  [*(7)%

Voici I'arbre de recherche du bmt- a

P:-a
D 44 @
P:-b P:-c
@) N \(5)
P:-bl P:-b2 P:- 0O

*(6) Yo
P:- O P:- O

Les trois démonstrations utilisent respectivemesisequences de clauses
{1,3,6}, {1,4,7} et {2,5}.

Si on remplace la clause (1) par la clause :
a-b, L. /F(Q)*

L'arbre devient :
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1)
P:-b,! /\
®3)
P bl)l/ \\

*(6) I

- /s
.% 7

Une seule démonstration est effectuéee {1,3,6}.

Si on remplace la clause (1) par la clause :

a-l b Q")

L'arbre devient :

(1)/\
/!
P:-b
(3))/ \(i)

P:-bl P:-b2

(6) 7
P:- * P:- '*

Deux démonstrations sont effectuées {1,3,6}, {}4,7

9.2 Vision statique de la coupure

On interpréte la coupure de maniéere statique eardegt le prédicat dans
lequel elle apparait. Voici un exemple de prédasatc coupure :
- B.
.- B1, B2, ! B3, B4.
.- C.

> > >

Dans ce prédicat la coupure apparait dans la seadadse en position de
troisieme but avec des buts a droite, 84 ) et des buts a gauchei(B2 ).

L'effet d’'une coupure telle que ci-dessus ne sepremd a la vue du
programme que si on connait les deux stratégiehai® de ROLOG:

» stratégiel: les clauses sont choisies en séquence de haaisen
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» stratégiel: les buts sont choisis en séquence de gauchéta.dro

La coupure a alors deux effets :

1. Sur les clauses du prédicat ou elle apparait claesses qui suivent celle
ou apparait le ! sont ignorées si la coupure vigttéexécutée. Les clau-
ses qui précédent continuent a jouer leur réle atement.

2. Sur les buts en partie gauche de la clause@ujaure se trouve : les buts
a gauche de la coupure perdent leur non détermenils que la coupure
vient a étre exécutée (c’est le cas desbuttB2 de I'exemple). Les buts
a droite de la coupure continuent a jouer leur ndlenalement (c’est le
cas des butB3 etB4 de I'exemple).

10 Les types emnProlog

10.1 Type énumérés

Voici un rappel de quelques types énumérés que anarss déja vus :

kind personne type.
type (marie, pierre) personne.

kind cardinal type.
type (nord, sud, est, ouest) cardinal.

kind adjectif type.
type (boreal, austral, oriental, occidental) adject if.

10.2 Type simple construit : le jeux de carte

Voici une modélisation du jeux de carte SMIROLOG:

kind (carte, couleur) type.
type (pique, coeur, carreau, trefle) couleur.

type (ass, roi, dame, valet) couleur -> carte.
type petiteCarte int -> couleur -> carte.

On définit ici le typecouleur et ses quatre constantes comme des valeurs
enumeérée. Pour modéliser les cartes on utilise@ganstructeur unaire qui
construisent une carte a partir d'une couleur etanstructeur binaire qui
construit une carte a partir d'un entier et d’'unaleur. Voici des exemples de

cartes :

(ass coeur), (valet pique), (petiteCarte 5 carreau)

10.3 Type simple construit récursif : les entiers & Peano

G. PFEANO (XIXe siécle) est 'auteur d’'un modeéle des entiemturels
N={01,23...} . Ce modéle permet de définir tous les nombresentiaturels a
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partir du premier d’entre eux 0 et d’'une fonctgutcesseuqui, a un entien,
associe I'entien+1.

Dans ce qui suit nous allons construire les entleFBEANO en modélisant
directement leur axiomatique. Sachant que la paleipropriété des entiers de
Peano (ce pourquéiEANO les a congu) est que 'on peut construire surueex
arithmétique qui modélise I'arithmétique des emstiaturels, les programmes
gue nous allons construire de maniere déclaratoetiseront I'arithmétique
des entiers naturels.

Vous découvrirez ainsi qu'dAROLOG, et plus encore exXPROLOG,
spécifier c’est programmer.

10.3.1 Type peano>
Ici on définit récursivement le typgeano.

Pour commencer on se donne deux symbgles sug
* Une constanteero pour représenter I'élément neutre pour I'addifion

» La fonction unairesuc(n) pour représenter la foncsoecesseuintro-
duite parPEANO.

Les deux axiomes suivants spécifient alors récensent le typgeano :

zeroO peano
(On)((nO peang = (suc(n)d peanyp

FIGURE 30. Spécification récursive des entiers degRno

De cette spécification on déduit tres naturellenenéprésentation suivante
des entiers de peano BRROLOG:

kind peano type.

type zero peano.
type suc peano -> peano.

Ce nouveau type récursif permet de représentdiniié des entiers naturels
a l'aide des deux seuls symbojeso/0, suc/1} . Voici quelques entiers
naturels représentés par cette méthode :

TABLEAU 26. Quelques entiers naturels représentésgr des termes de typaat enAProlog

0 1 2 3 n
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TABLEAU 26. Quelques entiers naturels représentésgr des termes de typaat enAProlog

Terme zero (suc zero) (suc (suc zero)) (suc (suc (suc 3ero))sud zero)
Arbre zero suc suc suc suc
| |
zerc suc suc noLL
zerc suc suc
zera ze|rc

10.3.2 Arithmétique de Peano

A partir de ce type, nous allons construiggithmétique de peano
Généralement on prends la signature suiveméag +, x } défmt alors
l'arithmétique par 8 axiomes (vaittp:/fr.wikipedia.org/wiki/

Axiomes_de_Peano ). Les trois premiers axiomes mettent en placenésrs de
Peano:

TABLEAU 27. Axiomes définissant les entiers de Pean

Axiomes Signification intuitive
(1)  (Ox)~(suc(x)= zero zero est le successeur de personne.
(2)  (OX)(Oy)(=(x = zero) = (suc(y) = ¥) Six n'est pazero alorsx est le successeur de quelqu’un.

(3)  {(Ox)(Oy)((sucx)= suc(y)= (x =y))} Quel que soient ety, sile successeur ag et le successeur
dey sont égaux, alors x et y sont égaux.

Nous ne le démontrerons pas ici, mais il est aésgedconvaincre, en
regardant le manuel de référence\@e0LOG, que I'implémentation de
I'unification et celle des prédicats prédéfinisghété== et de non égalité=,
detypea->A->0  implémentent collaborativement, par constructestrois
premiers axiomes de I'arithmétique deARO pour le type défini par :

kind peano type.

type zero peano.
type suc peano -> peano.

Les quatre axiomes suivants implémentent I'addiéible produit. Nous
allons les reprendre comme spécification des pagshdd etmul. Voici ces
guatre axiomes :

TABLEAU 28. Axiomes pour les opérations d’additionset de multiplication

Axiomes Signification intuitive
4) (Ox)(0 + X = X) 0 est I'élément neutre pour I'addition
(5) (Ox)(Oy)(x + suc(y)= suc(x +y) x+(y +1) = (x +y) +1 associativité de I'addition
(6) (Ox)(0x x = 0) Quelque soit x le produit de 0 et de x est touj@urs

@) (Ox)(0y)(x x suc(y)= (x X y) +X) Définition récursive de la multiplication comme une
suite d’additions
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Le dernier axiomes de 'arithmétique deaRo est une propriété qui autorise
les raisonnements par récurrence. |l s'agit pldidh schéma d’axiomes, le
Voici :

TABLEAU 29. Schéma d’axiome exprimant le raisonnemet par récurrence

Axiomes Signification intuitive

(8)  POD(OXN(PK)= P +1)= P(y) Pour toute propriété P (formule logique de preroiere
avec des variables libres dont x), si on a P(8) pour
tout x P(x) = P(x +1) alorsP(y) pour tout y.

Voici I'addition enA\PROLOG selon les axiomes (4) et (5) :

type add peano -> peano -> peano -> 0.

add zero N N. 1*(4) */ (Ox)(0+x =X)
add (suc N) M (suc R) :- /*(5) */ (Ox)(Oy)(x + suc(y)= suc(x +y)
add N M R.

Remarque: Dans ce qui suit, pour des raisons de concisions
représentons le tern&ic (suc (suc (suc zero)))) par(suc # zero)

Considérez la questiorirauverr tel quer = 3 +5». Elle se représente dans
le programmep par le but- (add (suc 3 zero) (suc  ° zero) R)

Nous donnons ci-dessous l'arbre de recherchersmorelant a cette
guestion dans le programrreDans la premiére étape de cette recherche,
l'interpréteurAPROLOG choisit la clausés) du programme car la téte de cette
clause s’unifie avec le but. Nous montrons ci-dess®tte téte de clause
instanciée et le but.

add add
s(hc sé}} R
| | |
Ny Ry zero zero

FIGURE 31. Deux termes a unifier

Exercice 14.

Unifier ces deux arbres et trouver une substitupars générale (un pgu)
qui unifie ces deux termes.

L'arbre de recherche qui suit correspond au cgdathPROLOGdeR = 3+5
par le programme.

P:-add (suc  2zero)(suc  ° zero)R.

L(B){N ;<-(suc 2zero))M ;<-(suc °zero),R<-(sucR )}
P:-add (suc 2 zero) (suc °zero)R ;.
L (B){N 5 <-(suc zero), M 2 <-(suc 5 zero), R 1<-(sucR )}

5

P :- add (suc zero) (suc zero)R .
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L(B){N 3<-zero,M g<-(suc °zero))R ,<-(sucR 3)}

P :- add zero (suc 5 zero) R 3.

LM@{N 4<-(suc ®zero))R 3<-N 4}
P:- O

La recherche se termine par un but vide, c’estemiir un succes. Il suffit
alors de parcourir I'arbre et de considérer lessutions accumulées pendant la
recherche pour trouver la valeur du résultat. Vasisubstitutions cumulées
intéressante :

{R <« su€¢R),R; « suqdR),R; « suqRy),R; « NyuN, « suc fero}

On en réduit que=(suc & zero).
Exercice 15.
Que signifie la questionadd X (suc  ° zero) (suc 8 zero) ?
Construisez I'arbre de recherche correspondant tiecguestion.
Exercice 16.
Que signifie la questionadd X Y (suc 3 zero) ?

Construisez I'arbre de recherche correspondant thecguestion.

Exercice 17.

Donnez les modes possibles pour le prédigatet ceux qui ne le sont pas.
Expliquez.

Constatez que la définition fonctionnelle que newrsns utilisé pour con-
cevoir notre prédicaidd est une vision extrémement limitative de ce prédi-
cat.

Il arrive souvent en®OLOG que I'on congoive délibérément une prédicat (un
programme) avec une vision de départ de type fomeél (vision plus simple a
appréhender) et que I'on se convainque ultérieunége le programme
posseéde des propriétés héritées de la logiqueiggdohnent d’autres modes de
fonctionnement. Nous retrouvons ce phénomeéne psunanipulations destes
d’ensemblesd’arbres ou tout simplement delations(voir le prédicat
roseDesVents  défini en introduction de ce cours).

Vous verrez enpP I'implémentation complete de I'arithmétique deaRo.

10.4 Les listes : type récursif parametré

Les listes sont des structures de données offeatet®ous les langages de
programmationAPROLOG ne déroge pas a la régle.
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EnAPrOLOG les listes sont des suites homogénes de valergsthésées par
des crochets[« « » et séparées par des virgules «,», par exempida
[1,2,3] estlaliste des trois premiers entiars,3 sont les éléments de la liste,
la taille de cette liste est 3. Par contre la listeéléments

[1,jean,suc(zero),5.77] qui est une liste correcte eR®.0G est une liste
incorrecte e PROLOG car ses éléments ne sont pas de type homogetisted_a
vide se notg] .

10.4.1 Spécification de la liste
En fait la notation [1,2,3] est un sucre syntaxiqoar les objets construits
selon la spécification récursive suivante :
1. I'atome () est la liste vide
2. Une liste non vide se compose de deux partiespartietete (premier
élément) et ungueue (la liste des éléments restants).

En reprenant l'idée ci-dessus d’un constructeuguxglaces pour
représenter les liste non-vides, on définit sout@mbellement une liste
monomorphe dont les éléments sont de &ypar le type abstrait suivant :

nil: () - L
cons: ExL - L
first: L - E
rest: L - L

avec les axiomes pour tout ¥ et pour tout [ L first(cons(e,l) = e €t
res{cons(e,) = |

Les propriétés suivantes pour tewti[JE toutl, li [J L sont alors toujours
Vérifiées cons(e, Iy |,cons(e,l* ¢ €kongg,l,) = congg,l,) Sie =6, 0(l;=1,)

Cette spécification définit un type «liste de Epadtir d’'un type «E».

10.4.2 Polymorphisme générique eNPROLOG

Les types daPROLOG sont des types du premiers ordre avec des vasiable
(voir plus loin). lls permettent d’introduire lamgéricité au sens de ML (voir R.
Milner. A theory of type polymorphism in programmgind. Computer and
System Sciences, 17:348-375, 1978.). On introdaiitaid le constructeur de
typelist dépendant d’'un type comme suit :

kind list type -> type.

Le constructeur de typet peut étre vu comme une fonction des types
dans les types, d'ou la fleche dans sa déclardtistagit d’un constructeur
(d’'une fonction) d’arité 1. Il est alors possibke déclarer des constructeurs de
termes génériques en utilisant des variables dedgmme suit

type [] (list A). [* pour la list e vide */
type '." A -> (list A) -> (list A). /* pour la list e non vide */
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Les déclarations du constructeur 0 ajre®t du constructeur binaire
doivent étre comprises comme si elles étaient dficed par_JA devant la
déclaration. On dit ici qug est une liste «de quelque chose.» qui est vide. On
dit aussi que les constructeqirset’.’  sontgénériques

La liste notée dans les programrfies3]  est en fait représentée en interne
par le terme :

(120 3M)

C’est a dire par l'arbre :

Dans unterme’AL) A est appelé IgeteetL laqueue On retrouve les
fonctionsfirst  etrest utilisées pour la définition du type abstiait en
Section 10.4.1, page 52

Dans une instance de liste les constructeurs pnémimetype qui est une
instance du type générique de leur définition oualdable A est remplacée par
une instance de type. Par exemple dans les teumesis(.’ 1)) et(’
true []) les deux constructeurs ont respectivement lestype

0 : (listint).
" int -> (list int) -> (list int).

dans le terme¢.’ 1) (i.e. dans la liste singletgny ) et

[l : (list 0).
"0 -> (list 0) -> (list 0).

dans le termég. true []) (i.e. dans la liste singletgtue] )

C’est pour cette raison que I'on dit que ces coestiurs songénériques
Chaque occurrence d’utilisation dans un programaossgde son propre type qui
peut étre différentes de toutes les autres ocatgsetu programme.

10.4.3 Acces aux deux champs d’une liste RRROLOG

Dans la définition du type abstrast que nous avons donné en
Section 10.4.1, page 52 deux fonctions sont impatames fonctionsrst et
rest elles donnent respectivement acces a la téte disteeet a la queue de la
liste. RROLOG et APROLOG n’ont nul besoin de définir de telles fonctions ca
I'unification par son principe méme peut donneréacaux deux champs de
n'importe quelle liste.
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Il suffit d’unifier la liste donnée, par exempleligte[1,2,3] , avec le terme
général suivant.’ E L) . La substitution qui unifie ces deux termes est la
suivante {E < 1,L < [2,3]}

Ce principe est tellement utilisé en programmalkigique que les langages
de programmation logique ont été munis d’'un sugneaxique pour parler du
terme(.’ EL) . Il s’écrit avec une barre comme sUit|L]

Remarque importante a propos des types deetL dans un termelEg|L]
Sile termgE|L] est de typdist A) alorsk est de type etL est de type
(list A)

Le sucre syntaxique décrit ci-dessus a été géaéraddéi sorte que la barre
peut étre mise en derniere place de toute listegxymample :

[1,2,3]L]  signifieC.’1(. 2 (.’ 3L))
Unifier [1,2,3] avec[1,2,3|L] produit la substitution résultat — [J}

\oici de multiples notations équivalentes de l&elis,2,3]

(1,2,3|]
(1,2|[3]]

(1,2][3]01]
(112,3]]

(11(2,3]01

10.4.4 Programmation sur les listes

Les listes induisent une programmation récursivaretie ou le cas d’arrét
est souvent, mais pas nécessairement, la listg]vidBlous allons voir cela
maintenant.

Concaténation de listes

Le profil du prédicatonc est le suivanfconc +L1 +L2 -L) ouL estle
résultat de la concaténation des lisgte®tL2.
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Le type du prédicatonc est générique, il peut concaténer des listes de
n'importe quoi, pourvu que les deux listes possetifeméme instance de type.
Sa déclaration est la suivante :

type conc (list A) -> (list A) -> (list A) -> o.

La généricité du prédicabnc apparait ici grace a la présence de la variable
A dans la définition du type. La seule contrainteespt imposée ici sur
l'utilisation deconc est que les trois listes (les deux listes a ca@meatet le
résultat de la concaténation) sont des listes miétd#s de méme type.

Voici une spécification fonctionnelle récursiveldeoncaténationonc :

condhl)_{ 20 (=L ])
"2 [lacon€ ] O (1= [a1)
On déduit naturellement de cette spécificatiorrégligat suivant (a deux
cas) :
conc [] X X.

conc [A|L1] L2 [A|L3] :-
conc L1 L2L3.

Voici une question :- (conc [1,2] [3,4] R)

\oici I'arbre de recherche pour cette question :
P :-conc[1,2] [3,4] R.

R = .
VA <111 <-[2],L2 1<-[B4],R<-[A 1/L3 1} /\
1 L3,
P :- conc [2] [3,4] L3 1-

V{A ,<-2,L1  , <[, L2 > <-[3,4], L3 1<-[A L3 5}

P :-conc[] [3,4] L3 9.
I {X 1<-[34],L3 2<-X 1} 2/\

P:- O

Complexité du prédicatconc
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On voit sur cet arbre de recherche que le temp&digion du prédicabonc
pour une exécution dans le mgdenc + + -) est proportionnel a la taillede
la premiére liste. Celle-ci doit étre recopiée @éatrpar élément avant d’étre en
mesure d’accrocher la seconde liste a la fin distrecopiée. La seconde liste
n'est pas parcourue, ni touchée, une référencellsuest simplement passée
d’appel en appel telle quelle jusqu’a la fin dedeursivité. Ceci donne une
complexité en temps d’exécution de I'ordredde) si n est la taille de la premiére
liste.

Pour la taille mémoire requise pour une exécutemsde modegconc + +
-) , on constate sur I'arbre que la complexité edtaddre d’'une constanté(cts).

Exercice 18.

Le prédicatconc peut étre utilisé pour décomposer une liste esdigtes.
Donner son mode de fonctionnement dans ce caseBamuestion qui
décompose la lista,2,3] . Faire I'arbre de recherche correspondant a
cette question.

Y a-t-il d'autres modes de fonctionnement accep&apbur ce prédicat ?

Exercice 19.

Pour construire une liste dont la téte est I'élémeatet la queue est une
une listeL nous avons vu gu'il suffit d’écrifg|L]

Comment mettre un élémeneén queue d’une liste pour donner une liste
R?

10.4.5 Schéma de programme inductif sur la structe des listes

On remarqgue dans la définition du prédigaic (Section 10.4.4, page 54)
gue, de part le fonctionnement méme de 'unifiaatles deux cas définis par les
deux clauses du prédicat sont exclusifs :

* Le cas de la liste vide (arrét de la récursivité) ;
* Le cas de la liste non vide (cas récursif).

De nombreux prédicats suivent ce schéma de progeafnes exercices qui
suivent en sont des exemples.

Exercice 20.
Voici la spécification de la fonction longueur dauliste :

o0 I = nil

long(l) = {Iong(r) +10 (I=a* 1

En suivant cette spécification écrire et typeriédicat (length +L -N)
tel queN est la longueur de la liste Ecrire I'arbre de recherche pour la
guestion- length [1,2,3] N

Quelle est la complexité en temps et en mémoivetle prédicat ?
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Pensez vous que vous pouvez améliorer les chosesiZd®nnez une nou-
velle version du prédicat. Expliquez.

Exercice 21.

Ecrire et typer le prédicat génériquapplatir +L -R) tel queL est liste

de listes de n’importe quoi Rtest le résultat de la concaténation de toutes
les listes de.

10.4.6 Prédicaimember
10.4.7 Prédicateverse

10.4.8 Programmation récursive avec accumulateur
10.5 Les arbres

10.5.1 Arbres bhinaires

On veut construire des arbres binaires dont chagaad binaire est décoré
d’'un terme d’un certain type et chaque feuille’débke supporte un terme d’'un
type éventuellement différent de celui des termesremeuds. Il s’agit donc d’'un
type générique parametre par deux types. On seeditgux constructeurs de
termes, un pour les nceuds, un pour les feuillesdédinit alors le type et ses
deux constructeurs comme suit :

kind arbreBin type -> type -> type.

type node A -> (arbreBin A B) -> (arbreBin A B) -> (arbreBin A B).
type feuille B -> (arbreBin _ B).

Considérez que vous disposez du type et des asumests :

kind personne type.

type (luc,paul,pierre,jean) personne.

Voici un exemple d’arbre du type node—1
(arbreBin int personne) : /\
(node 1
(feuille luc) feuille node—>5
(node 5 ‘

(node 3 luc .
(feuille paul) node—3 feuille
(feuille pierre) ‘

) _ jean

(feuille jean) feuille feuille

)
) paul pierre
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10.5.2 Compter les feuilles d’'un arbre binaire

Voici la spécification de la fonction génériguigFeuille(a)qui compte le
nombre de feuilles dans I'arbse

10 a = feuille(...)

aneuiIIe(a): {aneque{ %)+aneui||€( %) 0 (a: nodé,_,,ag,ad))

Voici une réalisation eNPROLOG de cette spécification :
type nbFeuille (arbreBin A B) -> int -> o.
nbFeuille (feuille ) 1.
nbFeuille (node _ Ag Ad) N :-
nbFeuille Ag Ng,

nbFeuille Ad Nd,
N is Ng+nd.

10.5.3 Lister les feuilles d’un arbre binaire

Exercice 22.

Ecrire et typer le prédicat génériguistFeuille +A -L) qui construit
la listeL des feuilles d’'un arbre binairedonné en entrée tel que ci-dessus.

On appel «chemin vers une feuill@epuis la racine» dans un arbre tel que
ci-dessus, la liste ordonnée des valeurs rencanéde noceuds pour arriver
directement & la feuille depuis la racine. Par exemple le chemin pour allar
feuille (feuille pierre) dans l'arbre ci-dessus ¢s5,3]

10.5.4 Lister non déterministement les chemins vetes feuilles

Exercice 23.
Trouvez une méthode de représentatioAfeRDLOG des paires suivantes :
<chemin vers une feuille depuis la racing>

Déclarez un type générique et un constructeur ggnérde terme permet-
tant de représenter de telles paires.

Ecrire et typer le prédicaiChemin +A -P)  qui génére par non détermi-
nisme individuellement pour un arbre domgéel que ci-dessus, toutes les
pairespP suivantes :

<chemin vers une feuille F depuis la raghxe

10.6 Les arbres a branches multiples

Un arbre a branches multiple est composé d’uneeasi d’'un ensemble
éventuellement vide de descendants qui sont euxesées arbres a branches
multiples. Les noeuds d’un arbre & branches mudtipbeit décorés d’une valeur.
Un arbre a branches multiples n’est jamais vidg altoujours une racine,
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éventuellement sans descendants. Voici une pramosié représentation des
arbres a branches multiples :

kind multiwayTree type -> type.

multiwayTree €St un type générique qui dépend d’'un autre tyglej des
informations décorant les noeuds. On se donne guemonstructeur de termes :

type nd A -> (list (multiwayTree A)) -> (multiwayTr ee A).

Considérons un domaine de personnes défini comine su

kind personne type. nd

N

type (jean,paul,annie) personne. jean . \
Voici alors un arbre qui pourrait étre arbre nd/ '
généalogique : N é \‘]
n
(nd jean [nd paul [], nd annie []]) paul I /\
annie ]

10.6.1 Compter les nceuds d’un arbre a branches niigles

\oici le prédicainbNodes +A -N)  tel queN est le nombre de nceudsale

type nbNodes (multiwayTree A) -> int -> o.
type nbNodes1 (list (multivayTree A)) -> int -> o.

nbNodes (nd L) R :-
nbNodesl L R1,
Ris R1+1.

nbNodesl1 [] O.
nbNodesl [AIL] R :-
nbNodes A R1,
nbNodesl L R2,

Ris R1+R2.

10.6.2 Liste des nceuds par un parcours de bas ea de droite a gauche

Le probleme consiste a constuire la séquence dedswuencontés par un
parcours de bas en haut et de gauche a droitexBaple pour l'arbre :

(nd jean [nd paul [nd marius [nd sophie [], nd luci e []]], nd annie

an
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nd

N

/
paul/nd\- \/ \
N

jean

nd 0
nd 1 PN
marius/\- annie 0
ST~
nd
A
sophie 0 /\
lucie N

La liste des nceuds correspondant a un parcourasderbhaut et de gauche a

droite est 1=[sophie, lucie, marius, paul, annie, jean ]

Le prédicatbottomUpLeftRight +A -L) tel queL est la liste des nceuds
rencontrés par un parcours de bas en haut et ddg@audroite de I'arbre est le
suivant :

type bottomUpLeftRight (multiwayTree A) -> (list A) -> 0.

type bottomUpLeftRightl (multiwayTree A) -> (list A ) -> (list A) -
> 0.

type bottomUpLeftRight2 (list (multiwayTree A)) -> (list A) ->
(list A) -> o.

bottomUpLeftRightl (nd Nd L) AR :-
bottomUpLeftRight2 L [Nd|A] R.

bottomUpLeftRight2 [] A A.
bottomUpLeftRight2 [E[L] A R :-
bottomUpLeftRight2 L A R1,
bottomUpLeftRightl E R1 R.

bottomUpLeftRight A L :-
bottomUpLeftRightl A [] L.

Remarquez que pour éviter d’utiliser la concatiém qui aurait donné un
prédicat avec une complexité en temp®@e) sin est le nombre de nceuds de
I'arbre, nous avons utilisé deux prédicats inteniaiéels avec accumulateurs
(voir le probleme de I'inversion naive ...). La quexité en temps de la version
ainsi obtenue esi(n).
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10.7 Les structures de données incompletes

10.7.1 Les listes en différence

10.7.2 Les arbres incomplets

11 AProlog et lesAtermes

11.1 Définition

Les termes (ou expressions)XeROLOG s'écrivent avec :

les caractéreskwo, «(», «)»

desAvariables (V = x; y; z::2),

des constantes (C=ap, pierre, rouge, pere yeer)s
des variables logiques ou inconnues (U=X,Y,N1,...).

Définition : I'ensemble destermes simplement typés dPROLOG est le
plus petit ensemble vérifiant les propriétés suiean

Avariablev,0A, <outeAvariable de type t est uiterme de typext;

variable logique (inconnue), 0 A, taute variable logique de type t est un
Aterme de typest

constantec, 1A, toute constante de type t estiterme de type t»

abstractiorox(x0v,;) PAMA OA) alorsxtAOA, , SkX estunelvaria-
ble de type t1, a est utterme de type t alors lambda »>eat uniterme de
typet1 - t»;

applicationCAa(a OA,; _ ), 0B(BO\,) alorga B)OA, Siaestumterme

de typet1 - t , b est utierme de type t1 alors a appliqué @&t un
Aterme de typext

Pour I'écriture l'opération d'application est ptaire devant I'abstraction.

Exemples x jean xy Mk (f x) y AxX x Ax[x x Ax[pere jean > , ...

Intuitivement,axy est la fonction qui a Xparameétre associe Y modéle
de terme ; F X construit un nouveau terme par applicatieriFdfonction» a X
«argumens.

11.2 Curryfication

On peut tout faire avec des fonctions a un argument

Comparermul(x,y) = xxy e(x) = mul(y) = xxy leurs types respectifs sont :

mul: (X,y) > X*y
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e m:X o (Y- X*y)

 mul:(y) - x*y par exemple mub(y) -2*y
et on amul(2, 3) = (M(2))(3) = my(3).

Notation :
» les parenthéses a gauche sont inutjfess) )  est identique a

(ABC)
* un seul\ pour des abstractions successivesy z. ADOUrAx . Ay.Az. A

11.3 Structure arborescente destermes

\oici deux représentations d’une applicatipere jean marie)

Terme du premier ordre Aterme
pere appl
jean marie appl marie
pere jean

\oici la représentation arborescenteMi@rme(\x [(pere jean ¥ marie)

appl!

"
AN

X app

N

app X

N

pere jean

11.4 Reéprésentation des polyndmes d’entiers a umaléterminée

11.4.1 Représentaion eRROLOG

En Prolog on représente classiquement les polynéamas indéterminée par
poly(X,X+1), poly(X,(X+3)*(X-2)).

1. eval
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2. dérivation

11.4.2 Représentation en IProlog
1. eval
2. dérivation

11.4.3 Normalisation

On considere les polyndmes d’entiers que I'on s par des listes
d'entiers en commencant par les coefficients de ppddit degré. Ces polyndmes
sont normalisés : le coefficient de plus grand éefgit étre non nul.

1. normalisation

2.

3. addition

4. division euclidienne

12 Prédicats d’ordre supérieur

Vous allez voir ici les fonctions d’ordre supéri@tiles fonctions
annonymes.

12.1 Prédicats d’ordre supérieur pourquoi ?

Grace a sa notation curryfiée, a sg&rmes et a son unification sur les
Atermes simplement typés qui apport@iléduction APROLOG manipule les
prédicats comme des objets de premier ordre. @gtiie qu’ils peuvent étre
stoqués dans des termes, passés en parametrduet egnrésultat puis
ultérieurement utilisés en tant que prédicat.

Nous allons introduire I'utilisation des prédicdterdre suppérieur avec un
exemple simple. Voici le prédicatouble +I -R) tel quer=I+l et le prédicat
(carre +l -R) tel quer=I*l

type (double,carre) int -> int -> o.

double IR :- R is I+l.
carre | R :- Ris I*l.

Voici maintenant les prédicatsis4 +1 -R) tels quer=(1+)+(1+1) et
(puissance4 +| -R) tel quer=(I*y*(1*1)

type (fois4,puissance4) int -> int -> o.

fois4 | R :- double | R1, double R1 R.
puissance4 | R :- carre | R1, carre R1 R.
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On remargue que ces deux prédicats suivent le rséh#ana de

programme :
-PIR1,PR1R
On en déduit tout naturellement le prédicat d’oslrpérieur
(appliquer2fois +P +I -R) tel quer = F(K(1) . Il se programme comme suit
enAPROLOG:

type appliquer2fois (A -> A ->0)->A->A->o0.
appliquer2fois PIR - PIR1, P R1R.

Remarquez tout d’abord la généricité de ce prédigalaquelle nous avons
éte vigilant.appliquer2fois ne s’applique pas seulement aux prédicats de type
(int -> int -> 0) , Il est générique et s’applique a tout prédicainaye
schéma de typ@ -> A -> 0)

Remarquez ensuite que le premier parametepmliquer2fois est un pre-
dicat, pour cette raison on dit qagpliquer2fois est d’ordre supérieur.

Les fonctionsois4 etpuissance4 deviennent alors :

fois4 | R :- appliquer2fois double | R.
puissance4 | R :- appliquer2fois carre | R.

Ici non seulement la similarité entre les deux [wad devient évidente mais
on peut imaginer que si quelqu’un veut améliorsiperformances des prédicats
fois4 etpuissance4 il lui suffit de changer I'implémentation de
appliquer2fois . Tous les prédicats définis a I'aide appliquer2fois
bénéficieront de 'amélioration.

Voici la résolution du but appliquer2fois double 4 R :

:- appliquer2fois double 4 R.

L AP — double, R 1« R}

:- double 4 R1 1, doubleR1 { R.
t {R1 ; « 8

:- double 8 R.

I {R ~ 16}

U

A l'aide du prédicatiouble et des argumentsetR1, le but(double 4
R1;) de typeo est construit dynamiquement. Dés qu'il se trouv@aesition de
prédicat devant I'interprétediPROLOG il estBréduit puis interprété. Le méme
procédé se retrouve pour le second but constra@mjguement. ROLOG qui
n'a pas cette possibilité de manipuler des préslicatnme objets de premiére
classe, ni d’effectuer d¢seductions, a introduit le prédicat évaluable (univ)
comme succédanné d’ordre supérieur. Cela restedaptun artifice qui
posséde des limites.
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12.2 Prédicats anonymes
Il est possible de définir un prédicat anomymeyraxterme de\PROLOG.
Voici un exemple d’appel:: appliquer2fois x\ z\ (z is x+x) 4 R . Ceci
est équivalent a I'appekppliquer2fois double 4 R

Il serait aussi possible d’écrire la question soiga

:- P = (appliquer2fois x\ z\ (z is x+x)), P 4 R1, P 5 R2.
On obtiendrait un succes avec la subtitufen — 16,R2  ~ 20} . Dansla
guestion ci-dessus, la valeurrlest de typégint -> int -> o) , elle résulte de
I'application deappliquer2fois a un argumend z\ (z is x+x) . Cette

valeur est un prédicat qui est ensuite appliqugsadsux arguments. C’est la
notation curriée d&PrROLOG et lafréduction provoquée par l'unification des
Atermes simplement typés qui nous permettent uteed¢etiture naturelle et sans
artifice.

Exercice 24.

Ecrire et typer le prédicacompose +P1 +P2 +A -R) tel que
R=P1(P2(A))

Exercice 25.
Ecrire et typer le prédicaiter +N +P +A -R) tel que
Nfois oy . ., .
[ j = R. De maniere informelle, est appliqué fois. D’abord
P(R...(P(A)))

P est appliqué &, puispP est appliqué au résult&(a), etc. Le résultat
final est placé dang.

Exercice 26.

Donnez les résultats (succes ou échec) des deskangesuivantes :
nFois 10 x\ y\ (y is 2+x) O N.
nFois 10 x\ y\ (y is 2*x) 1 N.

En cas de succés donnez la ou les substitutionfagses.

12.3 Abstraire les itérations sur les listes

Grace a 'ordre supérieur on peut abstraire lesquas sur les listes.

12.3.1 Appliguer une fonction a tous les élémendsune liste

\Voici le prédicatdoubleAll +L -R) tel quer est la liste des entiers doubles
des entiers trouvées dans la list® etL ont la méme taille

type doubleAll (list int) -> (list int) -> o.
doubleAll ] [].

doubleAll [I|L] [J|R] :-
Jis 2*1,

IProlog - Intelligence Atrtificielle 24 mai 2011 65



doubleAll L R.

On trouve dans ce prédicat un des schémas de prograécursif les plus
employé sur les listes. On peut en déduire le paéahapPred +P +L -R) qui
prend en parameétre un prédieatine listeL et appliquer a tous les éléments de
L, les résultats étant déposés drngoici ce prédicat eAPROLOG:

type mapPred (A -> B -> 0) -> (list A) -> (list B) -> 0.

mapPred _[] [].
mapPred P [A|L] [BIR] :-
P AB,
mappred L R.

mapPred est dit d’ordre supérieur car son premier paragngst un prédicat.

Remarquez aussi que comme pour le prédigaitjuer2fois deéfini
précédemment, nous avons préservé au maximum éuigiéd du prédicat
mapPred. Si le prédicap passé en parametre transforme des valeurs de Bipe
des valeurs de typ le prédicatmapPred P) transforme des listes deen des
listes deB:

T(P) =A-Bso
t(mapPred(P) = list(A) - list(B) - o

Soit le prédicatdouble +I -R) tel quer=2*I défini en Section 12.3.1,
page 65. On peut réécrire le prédigatbleAll  a I'aide du prédicahappred et
du prédicatiouble comme suit :

type doubleAll (list int) -> (list int) -> o.
doubleAll L R :- mapPred double L R.

En utilisant une fonction anonyme on peut évitedéelarer le prédicat
double . Voici la nouvelle proposition

doubleAll L R :- mapPred x\ y\ (y is 2*x) L R.

\oici par exemple le prédic@pfall +L -R) qui transforme une liste
d’entiers en la list& des réels correspondants aux entierns, @ utilisant
mapPred et la fonction2f de la librairie arith » deAPROLOG:

type i2fAll (list int) -> (list float) -> o.
i2fAll L R :- mapPred i2f L R.

Le prédicaimapPred que nous venons d’étudier est tellement utilel guété
mis dans la librairie standardsts » deAPROLOG sous le nonmaplist . Voir
maplist dans la documentation d®ROLOG.

12.3.2 Plier a droite

Considérons les fonctiomgx,y)=z  detypgT,->T ,->T ,), etles
constanteg de typeT,. Pour tout coupleP,C> on peut définir la fonction
suivante :

IProlog - Intelligence Atrtificielle 24 mai 2011 66



. . _ CO L = nil
plierDroite, (L) = {P(A,plierDroitq,‘C(R))I] L = [AR]

\Voici le prédicafplierDroite +P +C +L -R) qui implémente cette
fonction avec le résultat = plierdroite, (L)

type plierDroite (A ->B ->B ->0) -> B -> (list A )->B->o.

plierDroite P Z [] Z.
plierDroite P Z [A|L] R :-
plierDroite P Z L R1,

PAR1R.

Gréace a cet itérateur, le traitement uniforme dligte consite a choisir un

prédicatP et une constante Voici des exemples.

TABLEAU 30.
Description Prédicat Constante
Somme des éléments d'une liste X\ Y\ Z\(z is x+y)
Compter les éléments d’une liste X\ Y\ z\(z is y+1) 0
Produit des éléments d'une liste X\ Y\ Z\(z is x*y) 1
Concaténer une liste de listes append 1]
Inversion naive d'une liste e\ \r\(append I [a] r) 1]

Exercice 27.

Typer et dites ce que fait le prédicat suivant :

plierDroite e\ \ r\ (r=[e]l])

Exercice 28.
En utilisant seulement le prédigaierDroite écrire et typer le prédicat
(listAll +P +L -R) tel quer est la liste de tous les élémenta.dpui

vérifient le prédicab. et seulement ceux la
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